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SOPRA TRE SCRITTI INEDITI 01 LEONARDO PISANO 
PUBBLICATI 0A B. R NCORÌPAtiNI 

NOTE ANALITICHE 

DI ANGELO GENOCCHI 

I. 

Inlendo esporre partitameote le questioni traltate da Leo<» 
bardo Pisano, servando bordine delPautore e recando nel mo- 
derno linguaggio matematico le soluzioni e dimostrazioni 
ch'egli diede. 

Il primo scritto porta questo titolo: Élos Leonardi BigoUi < 
j^isani super solutionibus quarumdam queèiionum^ ad nutàerum 
et ad geometriam vel ad utrumque periineniium. Nessuna ddlle 
questioni che vi sono sciòlte 6 propriamente geometrica, ma 
Leonardo dice pertinenti alla geometria tfpcbe quelle nella 
cui risoluzione fa uso di proprietà e dimostrazioni geome* 
triche : tali sono ' le due qui annunziate sul principio e a 
lui proposte dal maestro Giovanni palermitano » filosofo dell' 
imperatore Federico II di S?evia. L'una, che diede origine 
al libro de^quadratij era di trovare un tal quadrato che ag- 
gtugnendogli o levandogli 5 unità sempre si ottenesse un 

quadrato; Leonardo la sciolse e rispóse esser ( ^^ j il qua- 
drato richiesto. L' altra questione ^ voleva che si determt^ 
nasse Tincognila x neirequazione cubica 

ap^-H^ 2x^-1- 10jr= 20: 



< Noto soprannome del Fibonacci. 
* Pag. 2 e 55. 
^ Pag. 3. 



qaesta ' equazione ha una sola radice poìitira, e te attre doe 
sono immaginarie non potendo nr ess^r reale negativa come 
immediatamente si vede mettendo reqaazione sotto la forma 

e perciò Leopardo' che ìb iiltri ki^giii di q9«s(o medesimo 
opuscolo considera, le soluzioni negative^ qui non aveva pqnto 
a preoccuparsene, e doveva e<^me fece applicare tutti i suoi 
sforzi alla ricerca della radice positiva. Egli riferisce le di- 
stinzioni Euclidee delle linee razionali in lunghezza o potenza, 
delle medipy dei binomii recm o àpotomi e delle Jpro ra- 
iìcì, espressioni che corrispondono ai simboli òggi lisatl 

4 , ^- 

«» l/"« , t/'a , t/"a=!r|/'i , y i/^a =+= J/'* , 

fiNtnéo per a è ^ à*i«teiAlano Mmr^riraetoilaKposilivi/e ne** 
' gli ultmi si siippotrgft a "^ b} indi pròva che li valor cer- 
«ato noti pu6 e^ri{tlidt<én in bìcuùo ài questi modi. Deiln suo 
dlmostrazìMe iia fatlo u« Ktmto eIriari»sìlso il dotto aigiHur 
Woepcke- tradficendoia.a formp algebre* S onde io mi re^ 
Mrvng^rò a poche. è99érvasionÌ< InMgostanza la dimoslraziome 
fa riduce a foff& in I«i0ga ài » nèirèquaaiobe il valqre sup-i 
pdsto e tnos(rar«r che tìe risnkerebl^ fég^iaglianza tra on vq* 
nttera intero ed «ba fna^ione oppure tra d«e quantità t'uiia 
fneommensénrabile cqli'altra > tya Leoi^àrdo rappreéeota l'^qaà^ 
zìone con uofi figura geometrica , formando un rettangolo 
che ha Tàltezza eguale a 10 e la base a 2, e che é diviso 
tÀtre àltrt rettasgolt della medes^a 'àltezaia e di ak*èe eguali 
a x^ y. 2x% 10^ , e 'sópra questa $gura^ a odi fa di diana in 
mano quasiché aggiuota ^ spiega i suoi raziocinii , supplendo 
eon tali costruzioni alle trasformazioni dei membri delTequa- 
zìone. Il Signor Woepcke non ha fatta menzione espressa 
delle ipotesi " 

I LiouTille, Journal de mathématiques pures et appUi^éee, t. XIX, 
pag. 4(^1. 



(5) ^ 

perché forsjQ consdderd iachiiiisd m\ radicale |/"n il doppio 
aegoo =±3 , o stimò troppo facile il conoscerei come le slesse 
dimostrazioni valessero qualunque fosse ii, segno di l/fi) ma 
noi^ poteva pasisarle sotto silerUio il Fibonacci, e brevemente 
accennò i lievi e^nobiamenti che ricevòna le dimo^traxiofii 
^ua«do ijovece. di un bimmio si suppone un recido K Notabile 
4: il cQUipendio ch'egli ia deila dottrina delle quantità irrar 
zioa^li contenuta nei deein»o libro d-Ewlide, poiché lo mo« 
5 tra pienamente versato neirintelligensa di questo libro dif^ 
lìcilissimQi che anicora nel XYI e «el XVII seeold^ faceva la 
disperaziouje. deWtematici, eone ricordava npn ha guari il 
signor Chasles ^ Mi basti di citare 1 principj che Leonar- 
do ha esposti ^ sopra i^ estrazione della radice quadrata 
dai birionij e fecfW |/"<i ds t/é , la regola 4 per tooUlplicare 
un binomio a -H [/'b nella radice d' un altro \/'m -4- \/'Àj 
e che é rappresentata dalla formula 

{a -+- 1/ A) l/m -h l/"n ::;= 1/ (a -4- V^b)%m -h iTn) r 

la proposizione ^ che una somma come 

non pud formare un numero i^zionale (nel caso di m^ — n 
non eguale ad un quadrato), ed altre simiglianti^ nelle quali 
si presentano anche, lìnee di tr$ nomt, specie d'irrazionali su" 
periore ai binomii considerati da Euclide. 

Osserverò altresì clie usuando il medesimo raziocinio con 
cui Leonardo dimostra non >poter essere una fraeione la ra- 

> Pag. 16 e 16. 
. ' . ^ Oompies tenìiuti tom. XXX VII» pag< 8^5« 

3 Fag. li^ta. 

4 Pag. iS. 
.5. Pag. t^ 



Sìce HtéìTectQSifiìone da lai -eentemplata i egfi avrebbe .ancbe 
potato diinos(l*are il general teorema : che nessana eqaazione 
iiìi: p^ stia rad r€6 'tfna^ Fraziowe -^e il coefficiente della pift 
d4la fotem» «deHUneogoita é l-mKl*, ite ^4% ia^ltri cèìàffleitoti 
soiìd vnDnièri interiv ' : < » 

' iSiwttioiiiite le itigtoidii per le quali ne^ '«hQ 'a àWiA U 
toìiùH^^a t2b'|/'& «i /appiicanò a: qmitsi¥0glifa 'eqiiaÈiafre '(*.e^ 
diida fo^4i>dta^(m^O0ffici<diHSì'racrioiiaft^'O^iif'v(il(a efi^f/Vr^±4/y^ . 
iiq^r«àeto«in}1 Hd^jzo ù gèUo ^inwmo ò r#ciMt^ d*'fiai;fìde,e gui^ 
dtriio >èo9l' lid :aJlro teorema avvtertÌYO'dldiOiMl^M , il q«ate 
in.'xm'^età pòsterìoiie «né pure assai: IoMìwmi' d^ mi ì»ii%uì ikb- 
curate kidàgkit ìiitòi^o >«i teasi In 'eoi fid lUd' equtti^fonié' A 
itehm |;rado-'paò CMnooiire' «m ridite detta iform»><|/-tfì±t|/l& 



I ' I J ' itti X* '■*"•• j » , .li'' 

ovvero delia^tta yjr'l/^adtz\/^h^ suf)posto cbe «e 4 siano 

d|ie 'nuiaeri razioivaU., f jcibe 1' pop almeno 4^ .»e^ non ^j^ 
quadrato '. .,' .,,•... 

uinnto alla fine d'ana cQ4.9mJ|HraI]^| 4is(:a$sioae, e qget- 
tate 4«Ue 4e descritt e -specie d*irraziaaali, Leonardo non de- 
pone gl^Hr^pensiero di^'troyar fó domandata radice, ma non 
dabitando della reale ;^^st^QjD^i9. di. qfieat$i ^\\^ dfsteriwiprais 
il valore per approsfdmazione ^, e il calcolo che intraprese 
gli diede ; > i "^ 

0tti€todan4ò eòi yigticif Wóépfeke rerroi^, cériaménte dovuto 
HB* «wa^tiérise , ^81 i80«'^ posrtb iti luogo iii '33*^ , '(*) sé ne 
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tcyli (iiiiAeanefla «MJo -Heaso igckierc ina Mwmi Mmaii Ui ttiaiioiv idiel 
Sig. Tprqnem, 1- -Xly-p. -334. - . 

a Pag. 17. : : ' ' 

(*) Si trovano infsjlti" i^fw pétliì HUri iflitfori ^dfdl? aal^nottise^ ma 
Bon posso convenire col Signor Woepcke, che ne?tìld'4liègl|i ^il^ti da 
lui (alle pag. 23 e 24) sia scritto XXX invece di XXXiU ,;ifiléiAè ivi 
si legge per disteso XXX* tertia, t non vi ha quindi ^dtun télri^re. 



im M «idoré di tf' e8Sttp>fiab UUjiriMM>cffr»de(BÌiifftla Bd« 
Jiebbt 4«Mderabiie. MttJEa dubbiò ic^e si >0MD8tM8ieiii mtéod» 
da lai tenato per giungere ad un'approssimàaiooe ianiò imt* 
lratar«; tfiaCtohdosi di espiiimere ot epa >QDa fmìoiìe aeisage- 
airnuie, è tacite peònito .al sieguente-niodo éi ideterniiBarè mn^ 
cessi vamente le cifre 3 pesi* . . 

^.i avrà una trasforoiajta (a cui radice y aari jrpinoi^ di f^r 
sendo x ^2y e si potrà delermioare enta'O oa JI9Ì Jil^i)^ il 
numero intero immediatameiil^ inferiore ad y, si troverà 2, 
e fatto . 

y 

la radice '/ "derfa strofa tra^rmaCa dorrà esser minore di 
49,' e si dtjternrinferà ^imiltoenle 1* intero 2 akmetKatamcnte 
inferiore, dopo *di the sf procederà «d aftre trasformazioni po- 
nendo dì lùano in roaito 

Uffa un calcolo praticato in (al m*anTera ricscirebbe troppo 
laborioso : un altro metotló inaegnò il Cardano^ che è fondato 
«leUa vdgola dellii doppia sfalsa poaiifone ^ ; edhi (convideiH 
in quanto pregio tenessero questa regfila J pfilhi algebristi^ 
e quanto frequentemente ne Tacessero nao^so^petterà di leg- 
gieri che dal metodo del Cardano non dovesse differire gran 
fatto quello del FJbpnaccL Potrebbesi forse trar qualche lume 
dai capitoli 13 e l4 del suo /Iftia^o, tuttora inediti, nei quali 
tratta delle regole di falsa posinone e di quelle dell' estra- 
zione delle raditi tfnnVitutie é cMìéìte ^ , *argtoiento fanf^be 
questo molto aiSne aU^^tfnale, pokhò ¥ noto che anco il Yie- 
4a 4Fa-4 -em- trov at i -fu s lim a to -C€M»e4l p i ù importante qu e llo 

<M im i' M i li m i ■■I H» } > ■ !■ » I »»» <»> ^ ) tm r^^r-^»*»-^*»* r»^»^"»**»»»**»— »<ii— >i ■ ■■> i 

1tC«8^1U t,.«, p. 3i6. : ' 

^ Libri, Hist des Se. Math. , t. II, pag; 290. 
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dirfla risòlriziodé oanierica delle equazioni S fog^d le sm 
#egdle.ad imtaziooeidi qneiltì che servono |)er.è6lràr ie m* 
dki dei namerh. ù •■ . ; < j * - ! 

Ecco- adi ognii modo qual fosse il metodo dei Cardano no^ 
minato da Ini rejfola aurea^ e applicato alle equazioni di lenio 
e quarto grado. Data un'equazione 

siano a, b due valori già trovati , V uno maggiore e V altro 
miniorè della cercala radice x^ si dvi^à un nuovo valore pia 
pròssimo ]prendPendor 

•'•'**•"•' /la) 

* 

come risulterebbe dalla proporzione ' 

.49ve,5Ì,;,farà:j^(x):r=!0J; poscia col mezzo dì questo valore 
.e.d*uno d^ due primi se ne determinefà sii9ilm0nte u^alr 
tro, e cosi in progresso. Il Cardano avverto pure che .la me- 
desima regola vale per le estrazioni delle radici. 

Non credo tampòco 'inopportuno di mostrare come effetti- 
vamente essa porga un*approssimaziooe sempre maggiore. Sia 
(l'I". . . • 

. , , yi«)=f«'.-i- /'*'-+-«'•»—'■» 

ep, q,rpoiìltn',-siaa.<^ b e p«rciòy^a) DegaUvQ,:« facciamo 

,F(x) =s -/Ì^Zv/I?) = j;' -f <»^ -*- a* -»- /)(a; -f- a) -t- jr:., 
a? — d 



é chiaro che la funzione y.(x) sarà positiva e crescente mejpl^ 
tre jc crésce da a a 4, e qijiindi ¥'(x).<iy(h) t ossìa 

ppicliè X;—a sarà po^itÌTO. Ora la faozioDe 






M i I li ■• -1 " ' "' «» ■ il *■ . in» ■ i .11 I I < I II É. fc« 

> Degna, JHém. Aead. du^Se. de PariSj 1741, pag. 450; Montucla, 
Hist.des Math,, P«. IV, L. Il, art. XI, e L. Ili, art. VI; Biagr, Mn<- 
cer«. 8rt.i« Viète, 
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. è negativa quando xasuij ridnocadosi «llora a /\^\ « 
infera sempre ,/(^) nel detto iitevvallo, dckvrà esser positiva 
fliabdo w egnaglia la. radice positiva ds deli'eqoaaioao •. 

si conchiada che dovrà esser naila per un valore «i di x 
compreso tra a ed a, onde sarà 

yia>H-{a,— .a)F(i)=«0, •.*«-f|y» 

e il valore x=ai » che i dato appnnto dalla regoh auna del 
Cardano, sarà più di a prossimo alla radieci a« Questa ditto* 
strazione è suggerita da Una teorica del Signor Gauchy di 
cui fece una nitida sposizrone il Signor Moigno ^, e si ap- 
plica ad ogni equazione. y*(f) =;= ^ dove il termine cognito 
ablti^ un ^egno contrario a quello di tutti gli altri : la qual 
^fidizìone^ pur fiecessairia perché il metodo di Viète (men 
semplice del precedente) procuri un*approssimazioQe sicura *• 
É poi notabile nello stesso caso la perfetta identità del me* 
todo di Cardano con quello che il Moigno dedusse per prima 
ed immediata coQseguen;(a dell* accennata teorica : il che si 
ricondsce facilmente avvertendo che allora tutti l termini di 
F(x) sono posiiivi ^. Di più, in quel caso medesimo»^ per es- 
ser sempre crescente tra i limiti a, b la derivata f'(x)^ la cor- 

fia) 
rezione da usarsi secondo il metodo di Newton sarò -^ /f7T{ $ 

prendendo per nuovo valore 4 - 



» Cofuptes rendusy l. V, pag. 357j Nouv.Jnn. de Math.y t. X, p. 14. 

A Ldgrai»|g^, Rés. des équat. numér. Noie XIF, p. 237. 

3 Nouv. Ann. t. X, p. 19. Si noti che le quantità A, f{(») , V{m) 
àeì Moigno corrispondono afte nostre &, — f(a?), — F{x). 

. 4 Ivi, p. 44. Andieiiiù d^vtsi; av^erti^t» the la A^) del Moigno è 
per noi •- [{xW 
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ora si avrà così un'approssimazione minore che usando il 
metodo di Cardano, poiché F{b) cresce quando vi si cambia 
a in ft che è. maggiore di a ,; e divenendo alktra .eguale > 
y(6), ne risulta . - 

m <>r(*),yi«) -H (aj - a) F{*) </[a) -F (x ^ a)f(b); 

perciò la funzione ^ . 

f{a)-t-(x-a)f(6) 

che è negativa e =/][«) per^:=:a, sarà positiva per a:=:aii 

che annulla 

/\a) ^ (X - a) ¥(b) , 
e quiodi il valore , 

■fla) 

che la rende =rOì safrà compreso tra a ed Oi*. un tal va-* 
lòi'e sarà dunque lontano dalla radice a più del valore* ai . 
SeJ\x) noti abbia il termine cognito di segno contrario af 
tutti gli altri, potrà nondimeno seguirsi ancora il metodo det 
Cardano, e a render certa l'approssimaziode basterà che Iti 
funzione F(a;) sia crescente neirintervallo da a a ó^ ovverò 
che la derivata ¥'{x) sia positiva fu questo intervallo. Per- 
ciò chiamata ^{x) la somma dei termini positivi , e — ^{x) 
quella dei termini negativi di F{x), basterà che sia 

poiché si avrà sempre 

F'(x) > <p'{a) - x'(A) >0. 
Ho giudicato non inutile l'entrare in questi parCicolari rela-' 
tivamenle ad un metodo d'approssimazione che per commo* 
dita ed esattezza può gareggiare con quello di Newton , e 
che è anteriore senza dubbio al metodo del Vieta, e probabile' 
mente non molto diverso da quello di cui avrà fatto uso 
Leonardo Pisano ^ 



■*-T# 



,. I II metodo del Gardaaoy sotto il nome di metodo delie patti prò- 
pqrzionali, trovasi ampiamente esposto nell'opera del Sig. Vieille^ Théo^ 



Segaoflo alpani problemi di primo grado a più ttfdègdife. 
1.» De tribus hominibus peeuniafn c(m\iAém haoentibus K Le 
equaziofli dfiI,,|^oblenito sono : ^^ ' 



•,ì >\ 






-A^^sé^ pòiobè te tm \ilhii»«r socttai^ riproAMV^^ 
d'oMw péHir 0«iéiiéB4o io «gai latONW «ubi \deU^ill<^EHtov 
«m\ìtolÌ^o\a >dQl^riiiiiiar^ t. valori as^ohitìv (Mfe ,iiH)Qg»i(# 
fiMP soltamlo^ Igk Itao^ ^agimiiv l^ooMNkt f rcd4« ^r ÌA6Agiiii« 
aasiliaria la quaali«à>. s i^ ^ - i • . 



•T- 



9 < I 

ch'egli chiama res ^, e che noi deooleremo con "u, e ne de* 
da0c di^ manp io« aiai^ k s^gueoli. r«la^om i: 

X t 2y $ 5« 



-2-*~H> 



2-2 "'3-3 '•^ & 6 

• / 

'x = ^--àW, y=— ——«, «.= -r-T«*' 

• • • • t ^, ' ^ I ' • 

• » .... 

Qui: |)M)£^nde d^U^aceiH]|»(a jniteiciFniuiaziw^i. e,gii- -pqoD 

«=7, .. ■ •\ . 

rie Qénér. des approx. numér. (2,^ édif.Paris 1854). £gli giunse a con- 
ehìusioni simili alle aoftvfe mediatile- cÀtisider^iiadom geo^MsiriclHf' ( V. 
li.>_56. 79 e^egg.) 

I Pag. 17. ~ 

"" Pag. 18. ■ • 



(M) 

e ae rie»T9, ■ ,. ' ■ 

Ì3=47, « = « — 2w=^33, 

t 3 -_ , / . • I .6. I. '. -. : , .., 

2.'' De quinqtie numerié reperiendis ex proportioniàui dati$ '. 

SoiVAM eti^m per eonsifnilem modum uiramqtte queslionem 
qnas per robertinum aggiu damhieellum uesUrum ueUrejnaiesitHi 
iranstmisL quarum prima futi de quinque numeris ex quibus pri* 
mui cuìh medieiate secondi et Uriii et quarti faei$ quantum eeeun- 
due cum tertia parie tertij et quarti et quinti nuiàeri y el quiO^ 
iumiertiùs cum quarta parte quarii et quinii et primi rrnmeti^ 
nee non et quantum quartuscufk quinta ptaie i.quiniilei. primi 
€t' secUndi wt^meri j ef adhuc quantum quatfiUsl memerUe- aum 
sexta parte primi et secundi et tertii numeri*. ; < r : v. 

Ne deriva l'equazione moltiplice 

1 ,1 

^i -*- 2-(^2 -H a?3 -H ^4) = ^2" •+• yi^s H- a?4 -h xs) 

= ap3 -h -T'(a?4 •+• a?5 -f- X,) ±=t arij ^—{xs-h- a?, ^''x^) ^ ' 

1". • , .. , , , 

= a?5 -4- --^jf, -4-ia?a H- 0:3); ;. 

che dqtertnina soltanto le ragioni geometriche tra le cinqiie 
incognite^ e per ciò Leonardo prende a caso, fortuito^ 17 pel 
valor comune dei membH deirequazfone. Egli considera poi 
come incognite principali^ ^i e 0^5 ,'Ohe~distidgue 'coi nómi 
di causa e res, e cerca di eliminare le altre per determinare 
in primo luogo queste due. Orh le due equgz^oni j > 

1 1 

gli danno 



<«.> 



Pag. 20. 



(«3) 

-^sri^s HH 3:4 H-; ^5) = 34 Hh flP5 — 2api— 17=;t7-Ha?5 n* 2a?i , 

«3 H- «4 -*- *5 = Y^^" "2- *S ^ "^i » 

'51 3 ' ' \ 17 1 

pdseift dalle' equazioni : f 

• • • • 



\ ' , ♦ ' < . ' . J I » I 



' ' ' 51 • 3 ' '•.. ^.. -...-... .^ 

51 3 

' • . .. " ^ * ' -, 

3 / X ^1 3 „ ^■'i^"' 3 

-^(a;4-+-a;5H-a;i)=-2~H -^«5— 2a!i^l7;s5Y-f- -«ars — 2x, , 

*i -• . ._ ' . . . . t "• • 

34 „ 8 

«4 -+-«5 -t- «t = -^r*- 2«5 — : r^, , 



51 3 _ 734 _ 8 \' 85 2 1 

• 34.:.;! ■■. 8 •■ .•.■. ■:- l:.- .■34.. ii ■ •'• ' 



Sostituisce questi valori di x^ 9 a^^ , x^ nelle rimanenti equa- 
zioni ; . . ' \ 

a?4H- ^«5 Mn^i- *i-f.*2)i ?==:17,. , 0?$ •4T:-T-r(as,»^flRj|H!-àì^f*7^. 
e riducendo ottiene , ,. - ' 

$di 11 49 ,„ 11 , ' 49 , . 119 . 

30^ JO^ . 15*',T*'' ÌO^'TIS •■ 30' 

,98 119 ,. r . . 



n - .:t ...j 



I : '. 



(4M 



M"' IS""' "^ 33 "■ 15? ' ! i65 *' ■" 165 



i 



I 



r .: ^, 378 r. |.:2 

essendo rdtto it'Tatoi-e aióc^j lLeoDar3o lo ràtfdoppia per 
avere ana solazioDe con numeri ioteq, .e.;|r^4oppifi( i«$ieiiip 
tatti gli altri numeri sopra scritti % a fioe di- conservare la 
|ii;ees34nìa propQrzioqalità ; donde -oonclbittée, -- 

» ' 98 ^ 119 ^ ^, 

..=7,.5=33.^ + 2x^=28, 

0:3 =2 X -+ -g-o:. -jxs = 19, 

^4 =2 X ^ -H 5:5 — ^i?^ = 25. 

' Troi^amcF^ prpbtei^ vhÉifc 1 ^qaéslo^ iirCéoàaiNda , ma 
con trci^le iocogi^tef negli Élémens d'a^èbre d'Ealjero, tom. 
I, Ch- IV, Scd; f¥, ^Jt^ihcckess BrwjfsBf erOmpa^fiie-Vàn 
HL^ de l'Ère repi^licaine^ pag. 511). . 

o.^ De quatuor homimàus et àurea ab eis reperia^ questto no- 
tabilie '. La questione ò veramente notabile, poiché fcondace 
a^qmniitè nei^ive^clié' Itt mostraBo ìm^sN4nle< Mi pròprio 
sènso in cai è proposta, e rende necessario r^n.caA^.biaiiif^nto 
nei dati per diventar possibile. Si deve dp^erminar^ sotto, perte 
condizioni i^ (j[^iiàrftdclie^ss^eggoft0 jfaattco per^a^'ejLeo- 



nardo còlsi afferùià l'impossibilità del quesito e' il modo di 
emendarlo h Hanc quiienk q^stipriemJnsj^ubilem esse monstra^ 
boj nisi concedatur primnlik homifiétn habere debUum. Le con- 
dizioni /Lite porgono le onattro eqnf^oni ^^ r 

1 4- 073 == *(^4 -h<*i)* f^+ H — 5(^1 -*- ^a) > 

I . - ^— TI lini ■ Il ■ f ^^ — ^ ^^^^^^^^-■^^■^^^^ 

I Pag. 24. - •TI"''''" "' ("l ^"^ • 

a Pag. 25. 

3 Pag. 25, lin. 12—13. 



( 15 ) 
iùti V^, (D^^ 80D»'ie incogiiiite da LtOMrHo'dhiam^ie burnii 
drdfènai re», e (da risgùardafrsi come priocipaili. Egli 0e éer 
d«ce' sttcéessrratareiiie • jì: i. 

• (,. i ••• • j . • •• 1' .' 4 ^ • ' ■•• -'1 • 1 ' - .-•.". ^ -' -. 

• • • i.' . • • • l" • • I" • . ' . '4 1 1 

a?3 4- a?4 = "3 ^-+-3 ^^ » ^4 == ^a?? — ^^— 2"^! > . . 

13^ 19 3 . , 38 . , 9 

poscia 

■ ^■•'-5i! !'ii =••■'•■' f|i i > '• = i 2^-^ 33" ' . • • • 

■■i''i!;!-gr|t=q~r»a':''f*.'^*i 9 •' •'.•f?'».r^-*«i4r.;-g-*'f»' ' 

e paraffonaDdo i dae valori di 

eguaglianza Jjoipaf 91^1(0 (St^Wa e; ap^i. sonp popitifi, perchè 

ì:-. .^ i..Mii.'jM ..! 23' '.88 :• 33^ -^9.' •>•■, u ' . 

- "I !•,«'< i 'i f;,. (,i ■f.'S « . 13 r ' '.' '5 • 13 ! ' •' * 

Si aggiunga che a render possibile il problema non baste* 
reblìe v^oppof ^qegiUiTvO «a; pqicliò, cafntiiaii^o. os^ m -^ «2 ^i 

• • '■ ''■' ^ '' 33 ' ^2 ^ • • 

._. . . .«a==4a?i ,. ^==-=-a?,.r— -=ra2ft==: -rr. Ila!,., 

pierdà^ do.vrehb^ sfarai a£igati:?o anche, ili in alPikiooaUro se si 
suppone negativo Xi tutte le altre ii^o^nìÌe^es,tàTÌo'(t0^^^^^ 



/ 



( M ) 
Om ^f «apfi*0.]l 4ao«il3i dol pftinoi uotn«ii< eonrerrA, dn^t. 
4^19 MPinrie nb'fiiiMi Hi^^fm) dì pm^iuti Mì^ «• debita $ 

ed è questo il partito a cui s'appiglia ì|jMfto#i4lìil9Bi:fiNi(T 
CMitUar primum Adntnetil habere debi$ut^ ^ Ritta una tale ipo- 
tesi, le relazioili attentile si modfficànp io'gjiiisa che df, d'evo 
esser so|lratlo jdo?anqme era aggiunta^ ovvero vi si cambia 
Xi In -t* jTi , f sì h* fi^sì :. 

22 33 _38 19 B6 884 ^^ 

u^a Hina d^ll4 ipeogn^^ • rimane ancbel ^\ ^bitrarìn :_^^ciò 
Leottardo pcioe j?^ =^ ^ > ® Q® ^r^^ ~ 

£Pi=l, 1= ira?a — ?^a?4 =±: 11, X3 :p= --/— — «,— a?a=l| 

I ■-• 11**1 

• . • 4 •' 1 1 - ■ ' • . 

I t ■ 'I { 

Vediamo pertanto in qfiesto j^oblemaiinterpretata una so- 
luzione néga^wt é corrèdi ì à^\ì ^*^eth ^.qii^stkibé appunto 
nella stessa m^era cl^.si usa nei np^demi Infittati- dalge^p 
bra. Il coneoClo^irlié^iM^ ^fniri^ce loA' dHerstfijj^ 42^. quello 
che frate Luca Pacioii più taffli e^presse^ forqaafmente di- 
cendo : chiaro è che men 4 è manco 'cké' nuXta e péf' èoàse- 
guente'debiio ?.^)njd[e p^idi nqtè si. .pol^iibe^ forse più col 
Gossali ^ annoverare Vitléa della ^tuintttà 'negativa tra i prò- 
gre^ die fbtié' nidélM^ dà^ Eeonfanfb li A^aeè E^cà. 

4.'' De eadem re 4.1IBegbta genehde jbk le questioni simili 
alla precedente. Sup(iéstd ó un nUmerò intero qualsivoglia, 
abhìatisir.le eqMlifanq <: '.':-!':-- • -ì^.n,: l -..ì.' . 

t -H a?3=(f»-*-2)(a?4-7*^,), I tì?, 0:4= (m -H 3)(a?,-4-a:2y:'''' 

. s f f . ■ .^ ^ ' - /■ i -..' . ^ - 

1 Pag. 27. 
4 Pag. 28. 



si ptiò^pnéiidbm'XP^=«'i)mfHh'3 ^ !«|«p=idrv^'^3i'?^ift 9 àx^:sx^**^% 
debitumj e si formerà t aggiaogeo^o ad'l la ^mraa: de'ott- 
mfetf part 4, 6; ..: SÌ(wi -1- tj^ CeoBard^ consfdcrà <|ur t comò 
l^ radice di (, q ^ come 1^ r^dicjB di ar^ ,. perchè da questi 
numeri S«si. n^sce il valore delle stesse due incogoite vario 
per 4^gi;iii uoqis^liQn^ ;, ii^a. quÌQdiiil vocabolo ra(//(?e in un senso 
diverso da quello che suol avere neirafgehra. Egli non reca 
la djmostrazioffe di questa regola ingeghosa, ma risultandone 

( " ■ - 1 Uri 4-«(|||-^-3)i- .. ,\ ^ -- -, 

basterà sostituire grindicati valori delle ii|cognite per veder 
che le equazioni date son soddisfatte. Applica la Ì»ua regt>la 
al caso di m :?;= .4, fi ot&ifitte .4^ . : \ 

5.^ SufW :invenÉi0t0m irium nunurotùm ^ Begola generale 
pei problemi che gùrda^no ad utt sisMema^dTequazrònr deSa forma 

. Si ponga ' 

M (^ a* M b b' e c^ . . 

infine s> prenda' 






i-' 



si avrà . . - - - > . - \ .1*^ 



. 1 - ; . 



x=p 






\; 



• ««fi- 2R. 



« ' «' A,' 



(18) 
Leonardo spiega qoesia regala iopra un esemptb^io ioni | i^ 

e soggiunge una dimostrazione^ che se usiamo' ancora le let* 
le re in luogo dei numeri si riduce àl)a seguente. Chiamiamo 
t la somma, ^y +- z \ che égli assume pet incògnita ansiìiaHa^, 
rem.: avremo dalla prima equazione 

x:=p— — t,x -Hy -4-.« »f^|i ih^l — — j^=jH-^ I , 
e poi sottraendo la seconda da 

, /l — —Va: -f-«) = Si^H->i^y,>^- 'f' ••"•' I'' 

ossia ' 

•••■ ii '. '•■' a' •'— , • -n'^- ></3Y r' ■••«' 

e sottr^endp ih vece, la terza _. 






ossia ''^ •> , - '^ , '• '^ ; 

Avuti così i valori di: aH-y, aH-^, y+i* espressi ^er mezzo 
di r, Leonardo li somma , il che dà } 

ossia ^ -f- u 

0? -f- ji^ -4- z ='eft *— e 9 
e quindi H-^ o 

per essere y-f- z = l : pi^ià;iò '^» ^ "^^ 

^^-KW «=«?-+- (y— I- jB)as2E», l-= - 

« « l> .-;•. :<*i i 



I I ».i 



(49) 

somminiétraDO i valori di x. z»yr. ' ' ' ' 
' ' Si vèdfé che lo stèsso metodo ed ana regofa consitnile var- 
irebbero per an mag^gior numero' d e(]aazidf)i e d'iùcognite , 
ogni vòKa chef le eqna^ibnt avessero la forma 

^i ■+•«!:(*— ^i) =/^i> ^a-4-^a(« — ^2) = P2 9 • • • 

'dove «dcnola Xt >rh ai^ •♦- . . . H-x» r posto « -^ xj = l, si 
.eapK'mèrebJ^elro «aediaMe l anche i-rr4?a > « — apa» . • . s — x,n 
'e la samma T di UUisspr^^sioni:. tignagUerebbe (n,— ì)s, 

idfed^l i i e /ili «,.■•", i ••• ' J.) i. . : 

I ; 

. 8.= . — -, x,i=p~.aJ , ecc. 

Sembra die questa ampKézionef non sia sfuggita a Leolnarda^ 
e che aiizi vi'aHuda con le parole generali /'di cui fa uiso 
quando accenna il modo di ottenere x-^y-^x per mezzo 
della somma dei binomj a:-Hy» x -^x j y ^ z ^ poiché in 
luogo ili dii^e semplicemente che ha divisn questa somma per 
2y dice ' averla divisa per 1 mmus multitudine numerorum 
pasttòrumy sctticet per % la qtial proposizione corrisponde ap« 

punto alla formula $ =i= — -7 . 

làtànto conVien ammirare Tacume e ta potenza riflessiva, 
che gli valsero a dedurre la sua regola da particolari esempi 
numerici, tenendo dietro attentamente a tutte le óperazioui 
che si fanno sui numeri dati per determinare i numeri do« 
mandati, e presentandone epilogata la serie coni^ la presen- 
tano le formule odierne. Così egli aveva saputa, trovare e 
praticare quella Regula de modo^ maier regularu^ che fu pò- 

» Pag. 3a. 



> I * 



(SO) 

scìa insegnata daT Cardano, e che UNito «luppftBS&Ba ai wfo* 
Codi della moderila. algebra ^ 

Ma importa altresì di not^n^ ctie questo s|esso problema 
era stato scioUo da Leonardo in due pn^di pej sup Àbb^CQ 
al ^ap. 13 J^« r^svla rf^o^aym (cioè dpU? fols« |powÌQni) ,e 
cb'fsgli voHi? dafiie pi on^ltra spinatone jfwia kf^téf, solulicf 
ni8 inventio placfit fni/^i pre cefans modÌ9 /*• Tr4fi?e S^S'*^^ ^^" 
lozione ex modQ supraseripto trium hominum ^j ossia dai me- 
todo seguito nello sciogrioiìento dèi problema primo « appli- 
cato anche ai secondo e terzo problema 4 , metodo da lui 
detto alium mmé» ftdchrum modum ebe-Mipiò M'nbn éatàr 
tralasciare sebbene eitiantlio de quél fAm^fHMmmi^AtAtcù 
gip conieneBse 4ì^-ioli|0ioni ^. Né.credklmJ^slngaafMMBo ^nél 
fare un si gran conto della sua nuova invenzione, poicbèifm 
egli avea trovato un vero metode di elÌ9fìinazionei algebrico e 
diretto, e Tavea sostituito al metodo ariimelico indiretto delle 
pud^e jHffizmi : t^^ wfySll è. il nQ4p dji r^f^^R^n^ m^t^ 
da Leoi^r.df^ nei (un^cfìdenfi ^uefitju Pqv^j^rPYiaipQ nio^por 
cbi &9ttjii artijz^ e. |iarti4i^ ^ qu^m 4!'^^ ip^o^eili prplp^ 
dimi^^M x:be il GMSsali. avvertì n^i tUbri di Ffa ^i^a e pj^ 
ap^qifllpi^pte d^|. P^d(|nQ %,^ i;|i^ iuttodji JM>nQ.4i^ »^ |W 
le eq^^ipnj 4i/i)f i(^p gr^ftp. 

Nat? i^^m §ojH^ q^f^M^ prpfekipp, ch« patendo 4i fr4W>- 
ni Leonardo non adopera i vocs|boli di numeratore e denomi- 
natore, ma in luogo di numerfito^e dice il numero j^i e«/ sti^ 

f^r ^*v^ì i^ l^g? 4^ é^wmun^^fi il ntm^4» 4¥i «if stA 



"*-»** 



» Cossafi, Op. eli,, VoF. l^pag. S5. 

* Pag. ». 

3 Psg« 30^«^i. 

4P«g. », 

5 Pag. 17. 

« Op. cit. Voi. II, pag. 1 e S. 



i2i) ' 
6." De quatuor homin^iu bizatitios habentibw '. Sont) 4è 
equazioni del problema : 

1 1 ' 

1 i 

jx^_.(x-|-y4-|) = 36, <-*- -g-(x -H y -f- z) = 37 , 

e Leonardo dichiars^ ar#»e a Mio stadio presi questi na- 
0iefi,.;9i^cb^ ÌT-M9H delle 40(UJigifU«t j[ii|JH:}8serfl .ii^tari; la 
qn^ipiPiie; « «qaile aÌl>iiit«oeden^, wa cpnli^ni» qaalffi) ip9^ 
gWite wjupgo Ji *re. Si^,!^ tf-f r+r t,:^^, l?»'tfiqogwU. W 

sottraendo int«ce la teria , 

^ 1 2 



\ 



«, j. . . j » 



1 



I ' .1— • 

' • »■ ■ » 1 



ii^e sottraendo la quarta, 
• ' * i' "' 5 



jX--!-;/ . -y — 2 ' ^ . ^ , .^ ^ 



1,1; i i • 



• • 



Si sommino questi yalori di 



l'd"' '•■' ÀÀ • ' T8 



I 



^=^^^ — ^9 ^^ "^^^^^ U-r- 4= 33 j 

■ I I M 

7 Pag. 33. 



(22) 



\« ♦* k . \\ .» \« 



?I-«=37, «^T2.' 



i'. .\; 1 



Allora Teqikalzidm 



^-HÌ- = 33 



diventa 

■' x + 36 = 33, 

• • • « 

é 'móstra 'che' o: eòo cui si rappresenta ravere* del primo tro« 
mò d ^aÌriiidOD(l*o'tiii débito, sicché la questione è insolbbnè 
$M fiòsiia emiliane ^, -^ ettìn Wn po$8tt 4iei » quahior Ao- 
mtfie^ habeni bix*j emk' primus ndn'kaéèai àHqàfdiifi^èmolMdi 
debiium ^'Ma se. si concede che il primo abbia npi debito x, 
sarà 

or =36 — 33=3^ y ^z -*-< — ar =;i7a— 3 =;« 69^ 

di più, Téquazioni f ^' 

i 3 2 

af-l-«-*-l=-jr-« — 3, a?-t-y-4-l=-5-ti— 4, 

4 o* . . - 

diverranno 

g^t -^ x=51 i y-t-/ — j?==44; y-f-i — -^^ = 40, 

^ sottraendoterdatla i . i' -•- 

y -4- JB -4- ^ — r, 0? =^ 69 . 
si otterrà 

• • ~i- V. tf^ 18-, v 2i=25 ; -ir=.29. . \ : -ì" • 
Determinati y e z ^ si troyerebbe t anche col soUrarmi'y+s 
dal namerof 72 = y + z H- < •' altro modo indicato dal no- 
stro' aalòr^ '-" ^'*~'' ' ' '" ' • ^ ''ì^^/ ■•^'•"~ ■•* '" 

Soggiunge Leonardo cho^e ai nqmeri dati 33, 35^ p6, 37 






iW>^ 



I Pag. 33. 

* Pag. 35—36. 



• ' '. 



siajno $qmti!iUì 1^1^ i83r 1849 185» ^sarà 

r»=l, y==94, jj=105, ffe=al4l, 

Ma fatto il calcolo trovo 125 per Zj e non 105, forse error 
deJ copista. 

7.^ De quaitior hominibus qui. thveneruni .bizaniios *• Que- 
sta rabrica comprende dae diversi problemi : le soluzioni che 
feie^à il nostro aiitdre solo esposte in modo chiarissimo e 
si possono intendere senza aiuto d'algebra.' Il primo sommi- 
nistra Tequazionè molfiplice ! 

X l'i 

-j-(j?-4-y-H;s+0==2y— 2j2p=3z— 3l==M/— 4(jr~s)=5{j:— 

e dekelnrina seltantO' le ^proporzijoni dei vatqrr dell^iucognite: 
si considera y come incognita prineipate m^ e si fa' > 



•^vrH y -+- z -4- t =3 f 



> 



\ 



iota summaf onde rììsulta^ 

' ;9 ' ^ 1 • 47 47 

1 154 77 1 89 

2y=Tft^!-l4r '',"'=- -240"*' *==y-»-20'-^24Ò- •• 
Qaiodi posto <=s240, si ha 

X — «9, y=*r7, «W47, <*^X à40«27. 

Il secondo problema ' conduce àlTe equazioni 

X — (y -t- « H- *) = a:' , 2y — 2(«' -t- 2n- 2<) ^ y' . 

6« -^3(3^ -H y ' + 6<) =; V, 24* — ^(I2a^ ■+■ 4y' -+- «') 

> 



* P^. 36. 

* Pag. a». iBI ii'dlctwm f«er<ir. ,,, , .,, t . i • 



(M) 
Leonardo prende per laMgniiey iW^ «QciiS^siVaMèfttt "V'; 
y', z\ e poidbé fatto 

si Ila 

e cosi « è propor;?ioiwle 4 240, pope ^ ^«m» ^(fn. 8 ,. # 
ottiene «ai 480 , poscia ' 

I 

donde ricava facilmente a?, y, jj, /. 

Indi .insogna pM*' questo f rthleop due. tvgela ffeaereii ' i 
che riduurtino in lornmb. Sfa . : .\^ i 

my — (n — l)(a?' ^^mz-^ ogjisjj.y.j^ . . 

mnz — (p — l)(y' -H «to' -f- mnl) — z', ^ 

> . • , """■ *" 

• 4- 
oe m, n,/!,^ sono intcrr» si prenda s = Amnpì t e ne se- 

^^ =^ iw > y' = mn , ;5' = ntnp, i* s^ mnpq ; 
d'altra parte si avrà eziandio 
7 s =«3p' -V m(y -H « H-,^:^ y' -H n(jr*H- m« 4* f^) 
«= y -*-p(y' -I- na?' -f. mnt) » ^' 4- jf(;5' -f- »y' -+- npx') , 
e quindi 

y -4- z H^ r =te — ^ — , X* -f^mz-^nu ±= ■ > ^ , 

y -+- «iir -f- mitf t» -; , r -+-;>y' 4- npxf «■ : 



M ! . «l' I ■ 
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(85) 
doDqae .- \\i , 

^ = a;' -4- (t» — l)(y -^z^t) . 
= ^ '--f — = A(m — l)npq ■+■ ì , 

I . i »» ite./ 'r... 

.. • am A{n - ì)pf + i , 

*= :à(^* "^ f/» - *) fy' + «^'^-««0)- ^^^^' -*-— 

::.:;-'f(i>-%-4-4,. . ... 

"W'v . ' mnpq tnnpq 

Queste fermale rf(|prescotÌnt» la priof a regola 4eJlXolar^ 
Osservando, c^te dal ^oppostcì valore di «sa'4mnp derira 

A(m-Ì)npqf{ì - -^)», 4^-^ ijjpy ^(i _ l-j^ ecc., 

se ne trarranno le altre formule 






\ 



che rappresentano la seconda regola. 

Se m, n, />, jr swo frazioni, cb^ denoteremo con 

. . < ' • ... . . 

SÌ prenderà s^^^Aoc^yH ^ e sì otteranno le formule noiVii- 
spondenti mtitsNìdo in -qdelle che precedono ^, x^ y, z, t in 

8 X y z t 

—^——^ • ■ . _^_^^— « ________ - • • , 

abcd abcd abcd abc^ abci: 



risolterà ■[•■'■• 

X = àhed -<- 4(a — 'a)^'^'i ssb abcà -^ {\ — — ) g , 

I .• « ,; [ .. .„ •• : ^ ' ..'."." 

i«=aò («d«r4t 4(y— «yj)=» ^Fa^crf + (l —"il) «T,' ' 

'8."* QukMò similis ^uprascripie de, tribù» hominibus K^ì\ pro- 
blema contiene tre scile incognite^ nel qaal caso le formale 
dejla questione antecedente dìveng[ono . \ ' 

V^ 3«^y, Vb=^ abc ^ 3(a -y a)/?^ «?= abe-^lì ^1 s , 

Leonardo applica queste f.ormiile 98«ìa .^e . rcgp^ .|cb',psf^ 
esprimoDO al suo problema^ in cai 



a ; 2 2 ' A e (3 3 



' ■ i" ■=**-*- 4 ^ "4 



?••.<'•) I ri *.•■,'«.. t : . ' • • « . . • • ■ . f . . 



e trova 

s =^ 2550 , -x'^ Ì55*; y — ^^» ^^ ^258; "'^ 
vedendo poi ^ che questi Vnameri hanìiìb il divisor comune 6, 
li divide tutti per 6y e ne^ trae una soluzione con numeri 
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SOPRA TRE SCRITTI INEDITI DI LEONARDO PISANO 
PUBBLICATI DA B. BONCOAIPAGNI 

NOTE ANALITICHE 

DI ANGELO GENOCCHl 

IL (*) 

VJoI riferito problema ha fiae il primo degli opqseoli pub- 
blicati dai principe Bopcompagni. II secondo j^ composto ad 
islaBiia d' un amico cbe non era preparato alle più dii&cili 
dottrine ^éVAbbaco^ è dedicato ' ad un maestro Teodoro, fi- 
losofo dell'imperatore, del quale è Catta menzione anche nel 
terzo scritto % per aver Leonardo sciolta una questione da 
lui proposta. Esso contiene principalmente alcuni problemi 
indeterminati di primo grado a tre e quattro incognite che 

verrò per ordine esponendo. 

■ » ■ I ^ ' ' * ■ ■ ■ 

(*) NielU ^ima parte di que^ttq ^q^ trascorsero ^ 9<^^lf errori 

tipografici: 

p^g. J$ lin* i Vnìr— V'n in Ipogo di Vm — Vn 

pa(;, 5 Un. i6 e i8 K«Hh Kti 

pag. 7 lln« 5 determinare 

pa0. ^5 Jin. 1 dove t, x^ x^ 

pag. 15 lin. 13 valori di 



9 

9 



pag. 16 lin. 1 e 5 :r v 

pag. tS lin. 8 poi soitrai'ndo la 

ìMSGOuda ^ 9 

6 

T 

o, 

"7" » 



ivi fin. 9 



» lin. 10 J- 

pag. 22 lin. 4 a? H 

« ftig. 44. 
a Pag. 114. 



11 



determinarne . 
dove t^ Xi f x^ 
valori di i^ 
(sì cancelli nella Un. 14 il i) 

Xi 

poi da c|iuei(a tottraeiklo 

la aeconda^ 

b 

T 
tf 

2 



I 
, I 



f 28) 
1.^ De avibus tmendis secundum proporfionetn datam '. Si doF- 
manda qaante passere , quante torlori e quante cofombe si 
comprarono per 30 denari, sapendo che 30 è il numero lo- 
• tale degli uccelli comperati, e che il prezzo fu di un denaro 
per 3 passere e per 2 tortori , e di 2 denari per ogni co- 
lomba. Questo problema somministra le due equazioni 

1 1 

a?-i-y-t-«=30, — a?-^- — y -+- 2z = 30 , 

6 2 

\ dalle quali eliminando x si trae y+10z==:120: ma l'autore 

;| non procede cosi. Egli considera che 30 passere costerebbero 

J 10 denari, e cbe ad alcune di èsse bisogna sostifuire tante 

tortori e colombe che T aumento della spesa consumi i 20 

denari restanti : ora sostituendo ad una passera una tortore , 

.111 

la spesa cresce di -^r — = — di denaro, e sostituendole 

2 o D 

1 2 10 

una colomba, cresce di 2 5- = 1 -4- — = -^ di denaro ; 

3 3 6 120 

d^altra parte il totale aumento ridotto in sesti deve far -^ 



di denaro: dunque (conchiude il Fibonacci) si hanno a spezzare 

questi 120 sesti in due parti, Tuna divisibile esaltamente per 

un sesto e Taitra per 10, ma in modo che la somma dei due 

quozienti non arrivi a 30, numero totale delle passere, dello 

tortori e delle colombe. Torniamo per tanto* ali* equazione 

y -f- lOjs = 120, da risolversi con valori interi positivi e sotto 

la condizione y + js <!l 30 : ora z non può preadersi eguale 

] a 9 nò minore di 9, perchè ne risulterebbe y eguale o mag* 

' giore di 30 ; prendendo poi z =: 10, si avrebbe 

y = 120 — 100 = 20 , e y ^ jk = 30 ; 
inoltre si ha , 

y == 10 (12 - ;.), 

e quindi z deve esser minore di 12. Non rimane dunque 

che prèndere 

z = ll, 

' Pag. 44. 



y = 10(12 —«) =JW}'i k=^36'^'V"W>'z4iai5Ì i. •-•.<• 

la quale è appuoio la soluzi^iiè deirautore. 

2/ De todem ^ Gli uccelli sodo 29 e la spesa è dì 29'4e^^' 
nari) onde le equazioni 

a? -1- y -4- jj = 29 , rt- « ftf- -^ y -H 28 = 29 , 

quindi eliminando a; si ha ^^ ^ 

y + ìfe = 116 
sodo la condizione 

y + i<29; 



1 ; 



Mi '■ » 1 



conchiusioni alle quali Leoi\aDdo.^;fmEige con un raziocinio simile 
al precedente. Qui z deve superare,. 8, ^ei^zadi che y r^spi- 
rebbe ^ 36; né può essere 

y = 116 — 90 = 26 , y H- i'^«S^ '-^ "'• ''^' "' 
infine js dev'essere <! ^% perchè altrimenti 

.y^l(fe;>15ìO, ^ 
Restano cosi due soluzioni, date entrambe dal Fiboaaccij •!<) 
z=\^, Hyi=f41€~t0r=tì>16, xa?:^^^y.-*«=3. 



e 



e per ciò '•!>- '•. i^ ■ !i-: •'■ w^-'i^ ,'{ '<l: r-.u!-, ,,m ■ 

y -f- lOz =60 , « -I- X < 15 : 

* ~T Pàg. 457' — . "' '" 

a Pag. 46. vf .,<! , 



(30^ 
Leonardo dimostra che non è possibile una solazione^cèO' un- 
meri interi. Imperocché . se a^ preiide 

si bi| 






se si prende 



V = 10 , fi 4- js = 15^ 






4, 



V* -4 



ovvero 



si ha 



ovvero 



z<4 



,y=20, 



:ì. 



!►• i" '• ir :'«.rjj. 



y^ àO'^ •►!.'• J':« M«; jii 



I • > 



V 



i''}. .•;';.> '» ri<; ! . 



e d'àìtra parie z dev'essere ' - * ' "^ 

Indi sapponendo che sì vogliano ammellcie' le" frazioni) egfi-- 
scioglie re^^f.zione u.: <. ( - . 

col fare 

1 1 



> 



Osservo che se ^ i raddoppjan&uqi^esti valoriy^si trovano i nu- 
meri del primo qaesit^ al qaaje |il|^a il pi^^^enle ^| vidace. 
4.** Aves 15 prò denariis 16 '. Si avrà 

y ■4-10«=3667, y^fe<15;' . - 

z sarà minore di 7, senza di che si avrebbe ^'''' • - ; ^ 

' --^ . • «'• . • * 

y -+- l'Oz > 70 , J 

i Pag. 47. -•'• -..''J 



(31) 
e sarà maggior dì 5 giacché j^altrimeDti y non sarebbe iofe- 
riore a 16 : quindi sifarà^ 



>i .-.ii- i .■ ■'.'■ ' • 1 . • i ' . ij im^~ - 



e ne rÌ8aUer& ' • i ' ' '•' f- 

y == 66 — IO2 = 6 ' ; ar«*15 — y— « = 3. 

5.*^ Ultam huiiuémodi proponàhi* qtuisiionetn *. Si debbòtao 
sciogliere ìè dae equazioni 

ar 4- y ^js= 3P, .-|-.-t- ?y -|-3;j = 30 , 

che danno ' ' ^ ' 

5y ^ g5j=. 60 , 

e quindi, come dice Leonardo, bisogna dividere 60 in due 
parti, runa divisibile esattamente per 8 e T altra per 5, e 
tali cbe la somma dei dae quoziènti non giunga a 30. Egli 
^Sgiui^gc che queste due parti sono 40 e 20, ma non dicbiard 
il metodo con cui le trovò : nonjdinseno è chiaro per Tequa- 
zione 

5y + 8;»=60, 

cbe z dev'essere ^ 10 , e altresr che dev'essere esattamente 
divisibile per 5; quindi z non può avere altro valore cbe 5, 
e ne ribalta la soluzione dieiraatore . 

r y =i =-^ = 4, * = 30 — y— x^2f. 

6.<^ liempasseres , etc. ^ Questo problema comprende qua(«, 
fro incognite collegate dalle due equazioni 

1 1 

^-+-y-f-;3fH-i«=24, -T" ^^ ^y^ 2i-t- 3l =x34 ,j 

i < ' , > / } - . . — - 

dalle quali eliminando x si deduce 



« Pag. 47- 

^ Pag. 48> ■ .'..!»'/ 



•.' —, . « 



talché conviene spezzare !^8$ io tre parti, Tona dirisibile per 
42, un'altra per 27, e la terza per 2, e la soqafBfl.. , ..^ 



• ! : « 



< 



f» C - \ < * - : 



9 



» 



dei Qfiozienti deve essere inferiore a 24. Ora è facile, vedere 

. «^ .'»••. j' ' « ^ i ^ ^ • .' ' . I. .1 

che z dev'esser divisibile per 2, 'e y per* 3| e cba x non può 
giungere fino a 10, poiché altrimenti 

eccederebbe 288; di più se fosse ... » 

si 9vre^^ ... , ; I . V ;. • . . 

;•/';. 2y + 42^ = 2^ -.27z=,;7a;,:;; ,. 

e quindi. ì ...... ^ : ^- ^,*) m„. 

y =r ^2 = 15, yH-^-h^=24. 

Parimente se fosse - '■ 

né tallirebbe' v-i ^w: , : r,. ^r. t- ■ i..l 

2y -f- 42/ — 288 — arri i^ tóe^' y 4^ 2tì ^ rói 

/ sarebbe <; 3, «5 per piò y noii' minore di ,^ 

63 — 21x2 = 21, y-»-z-+^l>21-4-6. 
Restano aandue le dna ibotesi 

. 1''. • «'' T '1 ■*■:.?. ■''"■> 

x=4 , zss2: 
la pWtti» d« -t - , 

2y -4-42/ = 288 — 108 =: 180 , 






ossìa 



•.i:f, 



y -H 21* = 90 , 

9 

i sarà ^ 3 e ^ 5 affinché y sia positivo e ^ 24, c^irfndi 



1=4 , y = 90 — ' 21 X 4 = 6, .r=*» 24 -y-«-^=10 > 



I 88 ) 
^ % '^ 42/ = 288 -- 2rx 2 = 234 , 

i 

» d«Y*e0ierà: >> 4 <:6« séostf di'cbe y» «irebbe > 3S^ <? 
négalWo^o' per eie si av'rà ; ' * 

i.==^5/Ì^='lU-21><5:^ 12,; of =p=' 24 - y.. jj- r=5, 

ir problema artìmette dTunqtiè dite solazionì, che furono puiP 
(fòS^ató dal f ibòifacd *. 

Aflernìa 'égli cbe nelró stesso fkiodo, da lui scélto conie i! pfà 
éòiièTIeùte ed cii'tìfe, non i9d22im «tmt'fe^ questìònes solvuntur^ verum 
et óftikés dtìiefsitates éònsólàmtnùm n^heiàftim ', e promette di 
ciò spiègàréf'qaàndo'si vorrà, più chiaramente ^. Tali jparofe 
beftnHra'hò"iridÌòaré che Leonardo possedesse la risoluzione i^ef-^ 
iie)tBlÌé dèi pi^òbleàii in'deféMninati del primo grado già nota 
ai ni^atefnàtì'ci indiani tra i quali Arjabhatta diede un itie-* 
tòdò non diverso' da quello che Bachet pubblicò nel 1624 
per {sciogliere con numeri interi le equazioni di ptìmo grado 






■tM*»— «ti I hi I tWfc.<bi>i^^ 



» Noterò qui rabbreviatara -— nsata (pag. 48, liq. 17 e 21) per 

significar quinéieiime, papati qaìbdmalme^ -^ 81 troyaìi^f'fvbbleiilfi si- 
a»iti ai. ptefséMilÌ> uell^Algehrà diUUf^ «ràtfi>tlv òa^. I, Ili art' 4^ 5 y 
9, 25, 26, 28, ^9 (pag. 5, 6, 11, 31, 32, 3«;!3fh' 
' r^ Pagii4il. ....;..., V. . . .' 

3 Pag. 49. 



(86) 
cofoputai^diil» '4«H» perpeodicokire ai teraiùie più ividno. Iiiol^ 
Cr« loi.distanse fra i térmim' .della base 6 ì «erlioidei peaia- 
gano pósti nella 5teasa' Ikase sono maéiftSlUmente legnali a , 

2 



.' . t 



* :i- ar, . 



• • • 

se pariÉieate siano compdliatac- da ogni' vèrlk»i>al laraMiiepiù 



1" ' ■ b 

2. a 



/ 



:» ' A-*^r^ X ~.-^ 'a r-:.a?) ^ ! 



•>l. >4 • 



» ' » I t 



ossia • r •. < • f 



I . 






é la distanza d'ognuna delle. indicate pcrpcndicqUri dal più 
vicino dei vertici situali solla base, e formando essa un trian- 
golo rettangolo colla medesima perpendicolare 

-{a-x) 

e con an lato x del peatagono, *l quale n'é Tìpotenasa, sì ha 
l'equazione : 



• f 



Leonardo! sùpjpona' .. j •: . • >.f. ,..•:.: 

e per ciò 

h =8, 

tahrlrè ^e quazion e dircnta 



«■ '',<"V.. r ; j •,.• ■ M*^\ 



OC^'-^ 



'^^-^ ^ ±y , 



X"" i ^ .4 ' 

100 A or. . n .. } 



\.\ > 



(37) 

ossia ' ' . ' 

, 256 1280 

ei sic reducia est questi^ ad unam ex regulis algebre '. Per 

chiarir meglio la soluzione, egli'rappre^enta il primo mem- 

256 
bro con un rettangolo di base' » . ed ahezza a?-4- *-=r^ - pof- 

scìa compie il quac|ralo> ed estraendo la radice ottiene . 

Ià8 1/1280 /128\» 



ossia' . 

X 

prossimamente 

v » • • • 

e finalmente 



1/1280 / 128 y 

« ^ 1 A 



22. 44'. ^3". 15'". V\ 



af = 4. 27'. 24". 40"'. 50iv. 

Queste frazioni sessagesi^mali sono e^^t^ ^ino «irultin^a lor^Q 
cifrai poic^hè: si tr4>V:a < 



j/ 5lV-+«JJ =à2,7425699?14{ ,.. =f22,44'. 38M5'". 7i^09: 

à altri» parte è ' 

22. 44'. 33M5'". 7IV «= 22, 743i5699845 . . . , 

tdlcbè rapprossiraationd giaiige uno adPottava cift^a dectmaie* 
' Viene per «Itìlao:^ oé problema a cintiiiid ineogtiite espreséo 
d«ii cinque equaoBÌoiii delki fofma - • : 

a .e 

d e , 

s 



K Pag. 51. 
a Pag. 52. 
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(38) 
Dalle due prime ricaviamo 

ajr, am ocxt o am , 

a * a * a /3 a 



M 






I I 



poi AggtuftgeDdo (» qnìeslà la iena «■'',. 

afl • •'■'« Bn! • "•(•'-•'►•. ùLÒf- '• --W- - 

e sottraendo la', quartii ' , ' 

- * . , • • 

infine, aggiungendo la quinta, 

aj37d « Sj' , abcder 

oóca e a ocpyot ^^ abcde • 

« ' • V . 

E chiaro che si oUcrranno espressioni simili per le altre 
itiicogmfe : ora tali forinole- rappresentano la regola , c^be i( 
Fibonacci applica ad uq esempio particolare ina fn modb da 
farne intendere la generalità non solo per qualii (i siano v^- 
lorì'dei^ coefflcientf, ma ancUei per un diverso numero d'inco- 
gnite. In fatti nel prescrivere che per formare il denominar 
tore di x, si aggiunga al prodotto oc^yHe il prodottò abcdcj 
reca questa érchiàra%foo<e t cum propositorum hominum nume- 
rùs Hi'inpaty^a si\è$seéipar ^oUereliMr.'; egli vide per. tarilo 
che ia regola si.sten!de.v<aia quante iacognite ai volttsaeriò^ se 
non che per un numero pari di.csise biaoigiiayfapcainl^iare ufli* 
addizione in sottrazione. Ci è provato cosi da un nuovo 
esempiO) cpme Lieonard^ INsano sa(pes«e- trarre da* stioìi me- 
todi quelle .soluzioni generali che al Montucla parevano es- 
sere Tattributo pr<)pfiò della. Zo^ò^ica speciosa di Vieta ; « cette 



« Pag. M. 



. t ' 



• I 



'(3d) 

tr méthode (il metodo di Vieta) foarDit dans tous le cas dos 
i( Solutions géoérWles;t)ù rancieQQe n'c^i donnoit que des par- 
« ticoliéres ^ » * * 

Eulero^ Bciolse nella ^ua Al*gebra ^ biconi casi «del proble- 
ma antecedente con 'due, tre^e quattro incognite, supponen- 
do sempre uguali ì fecondi membri mj {n,p, . . . , e pel caso 
di quattro incognite'.diedé formole generali dbve si vede il 
cambiamento .di segno indicato da Leonardo Pipano > e che 
del .resto 4H>irimanO eoll^ ^egolfa di.qàest*ulluno. ' ... 

Leonardo non dimostra ìi^uesto suo* ptdchrutn modum^ ma 
prometteva. mai^()arne la ^dimostrazione 'se gli Ibése chiesta, e 
accenna isbe altre solhzt<lOÌ sono spiegate nel fSuo Abbaco, 
Mod^ifica poscia il problema ^ sopponendo che ad ogni ìfkr. 
cognit^a .^i |i,ggiungs) i/i vece d*una parte] aeirincognjta seguente] 
qaa,parte< dplj^ somn^a delle fillre quattro :, allora fatto 

« == Xi -f- a?a "+" ^3 "+" ^4 "+• 3?5 , 

si hanno le equazioni 

^i + "^(^ ~ ^0 ~ *^ ♦ ^-^ ."^ T ^* ~ Xa) = 15, 

1 » I'-' .'.-,. 

a?3 -4- -T-(« — a?3) = 18, Xt^ -I- y(« — 1:4) =s= 20 , . 

1 '"^r i 

^^^'T ^f '"^^^ =23, 
che n^oUiplicate^prdiQatapienle per ^ , . . , 

2 3 4 5 6 ' ' 

T' ^\ T' T' 31' 

sommate, porgeranno 

_7386^ 97 



.' 197 l ,197 



I ^Ml. (^5 ^a/A. P.« III, Liv. ///. art. VI (Paris. 1758, tom. I.*r 
pag. -W8). ~ - 

V>i,liomo 1} ^ag; ÒOey-KOY^ 510 (Ly«ii, a». 8> Seet. !<?. Gtep. IV. 
art. 61'8^ 419;' e'tl. w!. .:; . . ; 1 . •.(..»... 1 «. . -. 

»P«g* 54J " • ,, : '• • 



- .. 3fn 



*'. » ' '. « 



( W) 

ÌS4Ì . ■ ; r •:"• '■.•■ ' ' '■ ' ''^ '•' -luì <tì lì 

, ■l'I' !i^ i^^l :_■ jr; ^'-IJ (>13-jÌ_JI .■ ;.<,ill!o? 

197, 



' ■•"• '», ^2f*'=— iV^'^ ('*^'i^)''' '"'■"' 



ili I) 



• . ià^^s ' Af„ .-.lOOi .:•;.: .d •: :5ft- 






;: .,i ., j,. V '«^3 ''^ —^^j^ •■f^**:'^r. i|i^' P'j'l. ,...'li ()!'•• :{) 'li 

100 — ^ , 1/^. . 100 \ ,, 1, ^5 . , 

Risulla adunque a?^, negati vo, il. che spiega Leonardo come 
già SI e .visto in altri esempi, dicendo cne Xi nod potrà es- 
sere se non un débiio, e che In questo caso fi* detilto -sàrìl' 

97 - -■ 

13 7;r3-9 mentre le altre incognite esprìmeranno a?e.ri. Ond^ 

a torto aGTermava il Méntucla: « G*e3t à Descarteij nous le 
>» répéterons icì, qu*esi due la connaissance de la -nature et 
» de Tusa^e des racinejft négatives ^ » } 

Lt ' . • ■ , » • V , — T"" ^' ' '»• ■- — ' •' 

espressione f ^ f, 

che trovasi nel testo ^ si deve Ì(\léùier6 e^uivalèhlii i^" '^ ' 

■ ' 'l{t8 .1 / .1 >w 

■*- 197-^ 2 l 197,./'' . . ..•„>.. 



poiché essendo 



iC 



1 / t ' \ 1 ' 98 



1 / 1 \ 1 
T\ 197 /~"2 ~" 



197 



_ .i _ 






M. DCC. LFìU, 2 tomi, in 4.% P> IV. Liv. IL art., ii^.^ T< dJ^ IHig^ 8IK> 
^ Tre «crtta* inediti di Leonardo Pisano, pag. tf4, Un» pfMHiUìiDa. 



sì ha 



(41 ) 
197 2\197/"~ 2 "*■ 197 



li valore 



1 123.^ 

2 197 



assegnato nel testo ^ all'avere x/^ del quarto ai deve inten- 
dere come esprìmenle 

123 1/1 \ 
2\197/ • 



15 



197 2X197 



ossia 



1 123 98 ,^ 1 25 



2 197 197 ~ 2 ^ 197 ' 

qoalc fu dianzi trovato. 

Questo problema é per cinque incognite ciò che sono per 
tre e per quattro i problemi ^ e &" del primo scritto ' ; 
ma dello stesso genere sono pure le questioni 27 e 28 del 
Libro I di Diofanto 3, come all'altro problema antecedente 4 si 
accosta quello che Diofanto scioglie nello stesso libro (que- 
stione 13). Si deve anzi riconoscere una grande conformità, 
eziandio pel modo di risoluzione, tra i problemi del primo 
Scritto di Leonardo, e le questioni 16, 17, ... 28 del mate- 
matico Alessandrino ^ : anche Diofanto spesso introduce un'in* 
cognita ausiliaria, e trattando problemi in cui sono determi- 
nate soltanto le ragioni delle incognite giunge a soluzioni in- 
tere col moltiplicare per un denominatore comune i valori 
trovati mediante la determinazione arbitraria d*un*incognita. 
Del resto sembra che l'opera sua sia rimasta ignota a Leo- 
nardo Pisano , la cui originalità é oggiraai luminosamente 
comprovata. 

I Tre scritti inediti di Leonardo Pisano, png. 54, linea ulti ma. 
a Pag. 29 e 33. 

3 Ediz. di Tolosa, 1670, pag. 34 e 36. 

4 Tre scritti, pag. 52; Diofanto, pag. 20. 
& Diofanto, pag. 23 — 36. 
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Il problema sopra riferito si trova posto sotto la roforicfli 
Modus alius so\vendi simdes questianes ', la quale fa nascere 
il sospetto, che non appartenesse veramente al secondo Scritto, 
ma vi fosse trasportato dairignoranza del copista, dappoiché 
nel secondo Scritto, dedicato al Maestro Teodoro^ non è sciolta 
alcuna questione simigliante. Fórse questo problema col se- 
guente paragrafo biv^stigatio tmde proceiai intentto 9^pra9en^ 
pia ^, e anche le parole con cui Goisce la question geoimé^ 
trica del pentagono: Inveni etiam his diebus alias soluiiones 
super similibus questionibus quas dominatìoni vestfe quandocnn- 
que placuerit destinalo ^, si debbono riunire al Flosj osaia al 
.primo Scritto composto dietro domanda del Cardinale Ranieri 
Capocci da Viterbo ^ possessore del qua^rno da cui fu tra- 
scrìtto in grandissima parte il Codice deirAmbrosiana, come 
apparisce da una nota marginale del /ò/. 3S, ver^o {pag. 119 
dello stampato) ^. 

« ■ ■ I ■ » ■ ■ « .1 I ■ Il I II ■ ■ H I I ,11 P . 

» tag. 52. 
* Pag. 54. 

3 P«g. 51. ' 

4 Giusta l'interpreUziooe del chiarissimo Pri/icipe Boocompagl^i. 

5 Nel quaderno del Card. Capocci erano riuniti oianoscrittì di date 
diverse e indirizzati a diversi personaggi: cosi il Liher quadratorum era 
soltanto cominciato cjuancld fu composto il F/^5 ^V. pag. 3,lin. 10).^el1e 
firiiae queetìom del FU>$ l'autore fqI^ la parola airioiperadji^r Ffideri|^i 
e non «'indirizza al CarJ. Ranieri che a pa|^ 33. ProbabiJoLcnte ^uc^ito 
cardinale a cui Leonardo Pisano avea promesso d* inviare quanto di 
più importante gli avvenisse dì scoprire più tardi (V. pag. 2, lin 9 — 
12), aveva posti insieme gli opuscoli da Ini succesfiivamente ricevuti, e 
he oÀ,^ ^riiies«a una congettura, crederei che tra le earte éeì Ftot^ hi 
trovasse « C9SO. iotromesi^o il limetta dtMjicato b\ )l^^ra Tj^pd^ro , is 
cbe Famanuensei copiando inavvedutamente il c^uaderno t.M.ltQ di s<ig;u|- 

tOy mescolasse così la materia dell'uno a quella delPaltro. 

,.. 

Errata == Corrige. 

A |t9g. 35, Ifp. 12 in luogo di 26 si legga ^ ò 

A pag. 40, lin. i4 L'espressione " i) L'espressìo^ ,di ^^ 

ivi lin. 18 poiché essendo » e concorda quìodi eoi va- 

loiT pr$Q|i4«n4^ poiché 

essendo . . 



L 
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SUPSA tre: scritti inediti di LEONARDO PISANO 
PUBBLICATI DA B, BONCOMPAGNl 

NOTE ANALITICHE 

DI ANGELO GENOCCHI 

HI. 

Libro ds'qucLdratù 



leon<irdo Pisano, dopo avere sciolta la questione proposta* 
gli dal maestro Giovanni di Palermo ed espressa dall* egua- 
lità duplicata a;*-t-5=^% x^ — 5==z% meditando lungamente 
sopra di essa, ne venne a studiare, com'egli ci narra ^, If 
molte proprietà che hanno attenenza coi numeri quadrati, e 
raccolse in questa operetta le ragioni e prove geomttficke d&lla 
rispo3la da lui trovata all'indicata questione ,. e (e soluzioni 
di molte altre. Riferirò fedelmente tulli i problemi e teoremi 
che vi sono contenuti, facendo conoscere , sebbene in com- 
pendio e spogliate della veste geometrica , le dimostrazioni 
date dall'autore; la qual cosa non reputo affatto superflua , 
perchè tali dimostrazioni, pmmesse neir opera sua da Luca 
Pacioli, erano insino ad ora ignote, e quindi il Gossali che 
grandemente si rammaricava della omissicin del Pacioli non le 
potè comprendere nel sunto che tentò di fare del presente 
trattato ^. 

1.® Esposto come dalla progressione de'numcri impari na- 
scano i numeri quadrati, poiché si ha genera Imenle 

1 H- 3 -f- 5 H? . . . ^- (2n — 1) = n% 
l'Autore ne deduce una doppia soluzione del problema di^ro- 
var due quadrati la somma de' quali sia un quadrato ^. In pri- 
mo luogo si prenda un quadrato impari a': le due progres- 
sioni di numeri impari 



» Tre scritti inediti, pag. 3, e 65. 

3 Corsali y Origine , trasporlo in Italia , ffrimi progressi in essa 
dMAlgebra^ voi. i,pag. 167 e ICO*. 

^ Pag. 56. 4 
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1 ^ 3 -4- 5 H^ ... -h (a» — 2), 

1 ^^ 3 -f. 5 ^ . . . ^H (a' — 2> -H a'' 

eguaglieranoo dtfe quadrati, il primo d^*q«ali chiameremo 6' 

e e* il secoodo, e si avrà A* -rf- a* =c «'^^ 

a' 

Id secondo tùcrgò ài prenda nn qtfafdmto p^i a^x ^ sarà 

.iin numero pari» — 1 e -^--^l» saranno imparii e le prò- 

2 2 

gressioni di numeri impari 
BgMgUdirmao diM ifoadrMi P'> 7' ; onda 



Tal è Tingegnoso ed elegante procedimento di Leonardo Pi^' 
sanO) e se osserviamo che 






(^)' 



^-(T-^f- ^• = C 



^l 



vedremo nello dn^ formolo precedenti quelle stesse regole 
che rilhistre Biot trovò iti ikflo sfcritto del gromaticù Nipso, 
e che secondo una tradizione attestata da Prócfo furono in- 
segnante la prima da Pitagora d l'altra da Platone ^ 
Leonardo aggiunge ' altre soluzioni che derivano dallo stesso priù- 

f i I. ■ ■ .1 . I ■ M I I I I ■ 

t Ccmpte$ rendug c^c, tom. XXVIil, pag. 076 ; Libri , Ifist. d^ 
Se. Maihém. toqi. I, Note IV, pag 206; Charles» 4f^i% M^lprffl^^ » 
pag. 4^6 e 461; Terquem e Gerono, Nouv. AniìaUs de iffatA., toni. XI, 
pag. 13— i6. 

a Pag. 58. Vel aocipiam ^vadra^.tutl- Nel roargìoe liilep»l« ester- 
na ed iq(éiri|(Nre^ d^ r^ve^oio dtllsi c^i^lia 10 del Qo^k» Awb^roaiano JB» 
75, Parte superiore' »i legge un p3«»9 mtitoiaio ^4 inv^ien4^m plMXtn 
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vcipio. iDdicbi^mo can (%s)^ w qiii4r^ÌP iiaparì divisibili) per 
3) si considerino le dae progressioni di numeri impari 

1 HI- 3 ^, 5 ^ ... -4- (3a* -r 4) ^ 

1 ^ 3 ^ 5 -f- . . . -h {da' -4- 2) , 

ciascuna delle quali avrà per somma un quadrato; sia b^ la 
somma della primate' quella della seconda : si avrà 

e" === *» -4- (àà* — 2) H- (3«*) 4- (3a* ^ 2) = 4* + (3a)*. 

Qui si trova 

e perdo l'tiltiiud equazione diventa 

(oa) -+- I ■■ 1 =» I " ■■ ' " ■ I . 

Ma in vece di 3 si può prender 4, o altro numero mag- 
giore ':per vedere |;weralitfBpte a c^e odtiditca questo me- 
todo, chiamerò oc un numero pari composto di quattro fattori 
scrivendo 

d.:^ 2mpq , ■ . 



'■•t*'"-^'**' — •! -- ■ |- "-^ - - 



quadratos numeros. In questo passo ora d^ me tralasciato trovasi sciol- 
to un altro problema, cioè quello di trovare n numeri interi 

in modo che tutte le somme 

siano eguali a numeri qu^ralj. Qflésto problema ,è trattato più op- 
portunamente e come vedremo in modo più completo a pag. H2— H3, 
nel qual luogo non si fa alcuna aHusàooé «1 passo cbe qui .trftlasoia- 
mo, onde è da credere che fosse da Leonarc(o aggi^tp ^Qpp , o pie 
probabilmente che non sia opera sua. 
1 Pag. 59. ^SimUi quoque modo. 



e chiamerò r, s gii altri 9ae numeri pari 

il prodotto de 'quali egnaglierà il quadrato di o^ ; iudi con- 
sidero i numeri impari consecutivi 

m 

r-4-1, rH-3, r-^-S, . . . r-f-^ — 1, 

e altrettanti che immediatamente li precedono 

r — l , r — 3,r — 5,. . .r— «-^r-l, 

e disponendoli per ordiae di grandezza ho una progressione di 
9 termini nella quale gli equidistanti dagli estremi danno sempre 
la medesima somma 2r, onde si conchiude che la sombia to- 
tale di questi, s numeri impari consecutivi sarà rs e per ciò 
^^. Ora aggiungendoli alla progressione 

lH-3-H5-+-,..Hh(r— « — 1), 
è chiaro che si ottiene Taltra progressione 

l-+-3-|-5-h...H-(rHh«— 1), 



e la prima progressione ha per somma un quadrato ^^ , la 
seconda un quadrato y^; dunque 

e se si sostituiscano i valori 

« =;? 2mpq , ^ = — — = mp"^ — mt^ , 



T^9 



Jl . 2 



risulta la formola generale per la costruzione de triangoli ret- 
t€mgoli in numeri interi 
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Così dal metodo affatto originale e sagaetssimo di Leonar- 
do Pisano non solo si trae la soluzione particolare di Nipso , 
ma tutte le soluzioni possibili del problema. 

2. Espone egli un altro principio ' che serve a sdogUere lo 
eteeso problema^ e che è rappresentato dalP equazione 

a* — 4* = a -f- i, 
supponendo 

Ne segue in fatti che quando a -f-i sia un quadrato c^^ si 
avrà: 

a == -f-C J 

e noto che per essere 

a -+- A =26-+- 1 = c% i = — -— , <i=A-f-l = --;r— , 

questa formola si riduce alfa 



c-^')=r-i^)*«- 



Se poi supponiamo 

avremo similmente 

onde 

a^— e* =a-f-26-Hc=46 .' 

per ciò se 46 sia un quadra.to cP , si avrà 
formola che equivale alla seguente 

per essere 

*=S--T-, C=à<t6— 1 = -T 1, d^ J-+- 1=2 -T— f- 1. 

4 4 4 ' 

— — i^^"- III ■ ■ ■ ».— ^ Il 11 — —— Il II I ^ 

I Pag. tf9. iStmi/iter inveni. 
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3. Dimosh'aziaiìe del principia mra riferita ' . Bssondo 

(^ -4* yf = *"* -f- y' ^- 2.ry 
86 si prende 

lissejp-4-yy x^sxb y ytótl, 

risulta 

o in altra modo, essendo 

se ne dedurrà egualmente 

a' — *" = a4-A (*). 

Anzi si Rimostra il teorenfa piit generalo ' 

a" — A^ = (a — 6)(« -i- 6) 
prendendo 

a^=ix +4- y , ò =: j: , 
e per ciò 

y=a — 6, y-H2jc = «*^A. 

4. il/^ra ioluzione 4^U'eguùzion€ 

(r^-hy^=:«\ 

fo/^a c/a{ cbomo Mro della G^omeérm d' Euelide ^. Si ri < 
corre alla.fornaola 



1 Pag. 60. Sed unde oriatur^ 

{*) Forse da questo luogo trasse il Pacioli la nugola per trovar due 
quadrati la difierenza de'quali sia un dato numero impari {Summa ecc., 
Dist. 1*, Tratt. 4*, art. 9"*; TusfuUno, ISSa» i.* Uiumer. car. 17, verso), 
il che fece dire al Cossali, che Leonardo avea data una soluzione par- 
ticolare d^un problema sciolto generalmente da Diofanto nella quest. 
XI. del Lib. II (Cessali 5<or^, voi. 1, p. ti7 e 1«7). Si vede eh^ non 
è. questo il problema trattato da Leonardo Pisano. 

2 Pag. Ci. Similiter oétenditur. 

3 Pag. 61. Eit enim alius modus. 



s 
I 
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e si prendono per a e i due numeri piani Mmili ^ > pari o 
impari Tuno e Taltro (Vedi nel ^detto Libro ri hmma che 
vien dopo la propos. 29) È facile dimostrare a priori , che 
questa soluzione è la più generale possibile. Sia in fatti una 
soluzione 

e si ponga 

a e i* scanna ambedue pari o aiiEib?due ion^ri e ai avrà 

-4- b a — b 



r= -2-, 7--a-. 

onde l'equazione 

p^ •+ jr» = r* 
diverrà 

e paragonando questa alla formola (es(4 citata si ollerrji 

p^ T=z ab . 

Essendo dunque eguale ad un quadrato il prodotto de* nu- 
meri d, i, questi per la propos. 2.^ del nono Libro d' 
Euclide saranno piani simili. — Ma Leonardo Pisano conside- 
ra solamente un caso particolare^ mastavato anche da Euclide, 
e pone per a e ì due quadrati, 

5. Dimostrazione ^ del principio espoHo al num» 1. Siano 
a, bf e tre numeri interi consecutivi, talché a e i, 6 e e sa- 

- — — ■ - ■■ - ■ ■ _ -__■-__■ ■-. — _ i- _ _ _ 

1 Euclide chiama numero piano o superficiale ogni prodotto di due 
fattorr, che sono considerati come i suoi lati : due numeri plani si di- 
cono simili quando hanno i latr pvoporxfonafr, in nodo- ohe dkie rq- 
meri piani simili sono rappresentati da due pcltangott. simili. Il pro- 
dotto di due numeiri piani ftignili è seinpre un quadralo e ppr conver- 
so (Euclide, Lib. IX, Prop. I e 1I)« 

3 Pag. 62. Foto demonstrare. 
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ranno l'uno pari e Taltro impari) b cecederà a di 1, e e ec- 
cederà b pare di 1: le somme 

saranno due numeri impari, e Peccesso della seconda sulla 
prima sarà composto dell* eccesso di b sopra a e di quello 
di e sopra i, onde sarà eguale a 2; inoltre (num. 3) il qua- 
drato b^ eccederà a^ di a -f- i , il quadrato c^ eccederà b^ 
di A-+-C. Se per tanto si prende la serie naturale de*numeri 
interi cominciando dalPunità, e ogoi nùmero si sommi colt*" 
antecedente e coi seguente, si formerà la serie naturale de* 
numeri impari, che vengon dopo Tùnità, il termine 1 di que- 
sta serie é il quadrato del termine 1 della prima, e aggiun- 
gendogli il termine seguente si formerà il quadrato del ter- 
mine seguente della prima, e cosi in progresso, poiché ag- 
giungendo a •+- i ad a^ si forma b^j aggiungendo b^^ a V' 
si forma c^. Adunque dall'aggregato de*numeri impari, che si 
succedono ordinatamente ed hanno per primo termine l'unità, 
nasce la serie de'quadrati. 
6. Data una soluzione délVequazione 

trovarne unaltra ^ Sia data la soluzione 

j? ss m , y = n : 

si trovino altri due quadrati* j9^, j^^, la somma de^qua li faccia 
un quadrato r^. Ora se 

r = a, 

il problema sarà sciolto; se r è minore o maggiore di a, si 
formi un triangolo rettangolo simile al triangolo /}, q i r, e 
che abbia a per ipotenusa : i suoi cateti m' , n' si dedur- 
ranno dalle piroporzioni 

ri a "p i fn\ r:a::q:n'j' 
1 Pag. 64. Invenire duos numeros. 
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e porgeranno la soluzione domandata 

r r 

L'Autore prende come esempio il caso di 

(;»=13, m = 5, n = 12, 
e supponendo 

p = 8, ?=15, r=17 
trova 

17 ^ 17 

Supponendo 

p =3 , y = 4, r= 5, 

egli trova 

4 ^ 2 

a-==m'= 7-t— «- , y = w' =10-+- -^ . 

3 

Si vede che le soluzioni così ottenute benché siano sem- 
pre razionali possono essere non intere, ma il problema non 
è sempre risolubile con numeri interi, potendo avvenire che 
un solo modo vi sia di spezzare il quadrato a^ in due qua- 
drati interi. 

7. Teoremi sopra la moltiplicità degli spezzamenti d'un prodoh 
io in due quadrati ^ Questi teoremi si deducono ^ dalle formolo 

(a"-^ b^)(g'' -+- d^) = (ag H- bdf -+- (hg - ad)\ 
(a^ H- ò*)(j" ■+. (i") = (ad-4- *^)^ -♦- (W — a^;% 

che Leonardo Pisano dimostra come segue. Si ha 

(a* ^ 4^){y* -h (f ) == a^ j" H- aV' -f- bY + b^d" , 

(ag H- bdf = a V -+" ^"^^ H- 2ojr*t/ ; 
si faccia di più 

bg=x, ad=y^ x — y ^= z , 



> Pag. 66b. Si qualuwr numeri. 
2 Pag. 67. Dico quod numerns ef . 
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e SI avrà 
ossia 



quindi 



^y — y"" = F y 



y^ -+.yz=nxy , 



X = afy '^ irz X 
ar^ -4- y^ H- y« = 2.ry •+- xz , 



a?* 4- </* = 2ry -f* (a? — y)*ap= 2^ -+- ( r — j)* , 

e rimessi i precedenti valori 

bY •+ a'<^ = SAfarf -h (èjr — ad)' r 
dunque 

a'^"+*"d'-4-2«jM4-4'^^-f^V^ii^^-4d)'^*^2i^arf-H{%— a(/)% 

ovvero 

K -i- bW 4- rf") = («ir -K «i)* H^ («j — arf)\ 
Ma inoltre ne risulta ' fa formola generale 

e per ciò 

aV"" -+- b^d^ ^ 2agbd H- {bd - ay)% 

cioè '^ 

(a' H- *')(y* H- <f ) = («rf + 4^1» -^ (W — 0fff. 

Queste belle .forinole vennero poi dimostrate dal Bachet 
di Méziriaa ', conoie avverlU già negli Anncdi di s^enu maie^ 
maliche e fisich^^ dicembre 1854 ( tom. Y^ pag. 497 ) i e il 
signor Gauchj le riprodusse a più riprese nelle sue opere ^. 

« I ■ ■ I ■ !«■ I , li II ■ » I » I . I I i ■■ | | 

I Pag, 70. E^ hoc quifiem manifettum ett, 

a Bachet, Pori$matum^ Lib. Ili, prop. 7 (Diophanti ArUhtn^^ To- 
losa 1670, pag. 57). 

3 Cauchy, Cours à'jdnalyse de VÉceìe Polytechnique ì^ Pcn'tie. ino- 
lyse algébrique. De l'Imprimerie Boyale, i821, in 8% pag. 181., RéiU- 
mé$ anatytiques. A Ttirin. De Vlmptimerie Royale, 183:r, in 4*, pag. 
104. Sui metodi analitici (V. Biblioteca HeUiana^ T. LX, soi^eiobre 1830, 
pag. 212). Exereices d* Jnalyse, tom» |.Y» pag. 96. 
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Osservò pure nilastre Gbasles, che il Viéte'le iliiiio»lr4 nel 
libro IV degli Zetetici^. Le 'stesse forinole' sì trovano anche 
nelfAlgebra d'Eulero» ove è data inoltro la forinola più ge- 
nerale ^. 

{/>"* -^ ^f){r^ Hh e»"") a» (prdt eqsf -+- €{p$ qp J^)*- 

Da esse conchiude il Fibonacci, che il prodotto 

ai ridote ip doe modi alla tomnia di <|ue iiuadrati, ma ag** 
giunge la condizione, che i numeri m^ b^ g^ d non siano pro- 
p^eieooli, e che ai abbia 

In Calti se fosse 

il quadrato 

ih - ad)'' 

si annullerebbe, od uno dei due spezzamenti mancherebbe; 

avendosi poi 

(^9 <.hd j 

il quadrato 

non si annuHerà e sussisterà cosi anche il secondo spezza- 
mento* Ad una simil proposizione giunse anche il Bachel nel 
luogo citato. 
Si avrà un terzo spezzamento se uno dei fattori 

a' H- 4% ^" H- d* 
sarà quadrato, ed un quarto se ambedue saranno quadrati. 
Supposto 









a' -+- 


*" — m'. 


ii 


torzo 


spezzamento 


sarà 


-h (md)' , 



1 comptet rendus hebdomadairei des séances de VAcaAémie des seien- 
ceSy t. XL, N.° 14, séanee du 2 Avril 1855, pag. 782. 

a Eulep, Elémens d'Algebre, T. 2«, Ch. XI, art. 170, ìli, 175, 
pag. 205 e 212 
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c supposto anche 

il qaarto sarà 

(naf -^. {nb)\ 

Trova per tanlo Leonardo Pisano secondo %aes(i casi o 
due spezzamenti, o tre, o quattro. 

Ho qui conservate le medesime lettere a, i, g^ d ch'egli 
usa, poiché in questo come in più altri luoghi Leonardo Pi- 
sano, denoia alcune quantità con una sola lettera, altre coi» 
due, nel modo stesso che fece Euclide nella sua Geometria,^ 
e pare anche seguir l'ordine delTalfabeto greco: àggiongo 
quanto alle dimostrazioni ch'egli s'allontana dal metodo del 
secondo Libro d*Euclide, che è più geometrico, mentre quello 
del Fibonacci è più algebrico : questi non introduce le figure 
se non per aiutare la mente a rappresentarsi le quantità non 
individuate da particolari valori numerici , ed esprime con 
semplici Hnee anche i prodotti e te seconde potenze de'hui- 
meri. Euclide in vece rappresenta i prodotti con rettangon, 
le seconde potenze con quadrati, e sostituisce le costruzioni 
ai calcoli, le proprietà delle figure a quelle dei numeri. Ed 
è forse questo il motivo, per cui Leonardo ha voluto dimo- 
strar nuovamente la formota ' 

x*H- y^ = 2a?y 4- (a: — y)S 

che già 9i trova dimostrata nel citato secondo Libro, Propo^. 

vn. 

8. Le formole del numero precedent& conducono ad aUre 
maniere * di scioglier Vequazione 

giacché se abbiasi 

a : b ::g : d f 
il prodotto 

1 Pag. 71. Invenire alio moda. 
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sarà un quadrato. In fatii essendo 

ne deriva 

a^; ag : :b^ ; bd : 10; g f 

e per ciò 

a® -^ b^ lag ^ bd: :a: g , 

Similmente si dimostra 

g^' ^ d^ i <ig ^bdi i g i a ^ 
quindi 

a^ •+- 6* : oj H- W : : ajr H- 6rf : y^ •+. d* , 

(a' ^ b^){g' ^ d') = (ag H- W)^ 

Ovvero si consideri the 

{ag ^ bdf = aY + i V -f. ^agbd , . . 
e che si ha 

ad=^ bg j 
e per ciò 

agbd = a^d' = by , 2a^éd =i a^d' H- *y ; 
dal che segue 

(ag-^-bdf = a^^ -H-é^d" •+• «"^d" H- i^'j'' = (a^4- ^''jfj'+d';^ 

D'altra parte la proporzione supposta darà a e g nel me- 
desimo tempo maggiori o minori di i e d, e quindi ag mag-r 
giore p minore di bd; dunque il quadrato 



y 



l2 



{bd ^ ag)' 

non si annulla, e la seconda delle accennate formolo sommi- 
nistra 

(ag H- id)"" = (ad -f- bgY -4- {bd — agf. 

Noto che ponendo 

ab 
?e ne deduce 

(ma* 4- »i6^)^ = (2maA/ -+- (wa* — m*^)' 



(tS6) 
forinola generale deUriangoll reitaogeti, è che neW articola 
già ricordato {Annali ecc«i f. Y. pag. 497) aivyertii nelBacbjét 
un modo simiglianie di procedere ^ 
Se in fine ^ si siip jpoae 

e per ciò 

rf = *, 
la formola trovata diviene 

{h^ -h i^f = (2aA)* ^ (a* - òy, 

altra soluzione, data pur dal Cachet ', eb« caftn^eikle i triaa- 
goli rettangoli dui Prèside chi^iMti fttH^Uim. 
9. Daia u^a soluzione 

« —9 9 y =i 
ddVequazione 

05^ ^ y* = i: , 

« • 

i/ove e ^ un numero non quculrato , trovarne un* adita ^* Si 
prendano dae quadrati a^, 6% che abbiano per soconia un 
quadrato /^ , e tali che non sia 

e si spezzi iti due quadrati 

il pro^ilotlo 

cbe cbianieremo t* Sarà 

e però il quoziente -^ eguaglierà il numero razionale f : 

quindi la nuova soluzione sarà data dai cateti d*iitt triangolo 
rettangolo avente {/"e per ipotenusa e siiiiU^ « quello 9 ^^ 

I Bachet, loe. eit,, pag. 57, Sehoiium, 
3 Pag. 73. Possunt etiam. 

3 Loe. cit. Prop. 5^ pag. tt6 

4 Pag. 74. Invenire duos numerasi 
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ha l/'i per ipotenasa^ ^ Pi 9 f^^ cateti, talché si avrà 

L'autore preaée fex esempio 

5r = 4, d = 5, c = 41, a=3| ó = 4, /"= 5 : 
in questo caso si può fare 

il che soroipÌBÌstra 

2 1 

ovvero 
e quindi 

Diofanto scioglie lo stesso problema in modo diverso nella 
prop. X del libro secondo ' : egli pone 

a; «3 N -+- y , y = mN — d 

e determina poi N. Le formole più eleganti di Leonardo Pi- 
sano si possono trarre, come oioatrò il signor Ghasles % da 
* una questione geometrica che trattò il matematico indiana 
Brahmegupta. 

10. Somma della progressione naturale dé'numeri quadrati ^. 
Siano 

qilallro. termini conseeativi della serie 1, 2, 3, . • . , e sia 
r il ternoéne che segna f ? « la dtffereirra 

r — p : 



» Ediz. di Tolosa 1670^ pag. 64. 
^ jàpev^u hMorique, pag. 44i^ 443. 
3 Pag, 75. Si ab unitale numeri. 
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si avrA 

e quindi 

pq(p -+- j') 4- P9^ + q^iq '^r) = qr{q -H. r). 

Ma • . 

p = q — \, rr=y-Hl, s=:{q-^ì)— iq — 1)=2 , 

e perciò 

pqs = 2q(q — 1) = 2^f^ — 2y , 

qsfq -h r) = 2jr(2sr -t- 1) = 4^' -^ 2^^ , 

pqs -♦- ^«(y -f- r) =s= 69* . 
Dunque 

qr(q -♦- r) = /?y (p H- y) -f- Gy' . 

Similmente dimostrasi essere 

pqip -^q) = np[n -+-/>) -+■ 6p* , 
np(n -4- p) =r mn(m -f- n) -+- 6n^ ,...., 

onde si trae di mano in mano 

qr(q -h r) = p5f(p -H jf) 4- 6jf* = fl/?(n H-p) -4- 6(p» -h jf^) 
= mn(m -Hn) -+- 6(n'* -t-p^ -h ^^) = . . . . 

ed infine, risalendo ai primi termini della serie naturale 

si ha 

qr(q -4- r) = 1.2(1 -h 2) -h6(2" -H 3" -h ... -*- n» H-p'-f* j*; 

= 6(r H- 2' -^ 3^ -H . . . 4. i^^). 

Soggiunge Leonardo ' che a questo teorema si riesce in un 
altro modo, e d*ttn tal modo fa uso per sommare i quadrati 
dei numeri impari. Siano m, n, p, q quattro termini conse- 
cutivi della serie 1^ 3, 5, ... Sia r il termine che segue qz 

si avrà 

p=q — 2, r = yH-2; 

I I ■ ■ ■ « Illa mmmmmmmm^^^^m>^^mmmmmm0^^Km^mB 

I Pag. 73. Est enim alius modu$. 



'. . *i »,' *• • • * • ■ » ! ». 
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e perciò •'- I 

pqip H- ?) ^ 12}* =^ 2?» + 6}' -(- 4} , 
» ' i* np(n Vp) =i: iHn(m -h n) -H 12n', . - .. , 



donde 

qr(q -f- r) --= pq{p -h ?) -h 1%* = np{n -4- p) -4- 12(p'-H}') 
= m<i^-h »).-+^ 12(n .T4r/?, -^q )=5F..- ...^. .. ■.-. . 
e da ultimo 

qr{q -f- r) = 1.3(1 -4- 3) -♦- 12(3=' H- 5' -f- ..• M- n'H-p^H-y') 

= I2(r ^ 3' -+- 5* ^ . . . ^ q*). 

Questa proprietà si stende pure ' alla serie de*numeri pa- 
ri, e più generalmente *, se si considera la progressione 

e si chiama r il termine consecutiro alPultimo q^ si avrà 1* 
equazione 

yr(y H- r) = 6A [ ik* H- (2*)' -h (3*f ^ . . . -4- y*3. 

É chiaro che discende da ciò la somma d'ogni progressio- 
ne avente un termine generale della forma 

(a H- bty , 

ove t denota il numeri]^ dei termini, poiché questo termine 
generale si spezza in due 

a^H-2«i, e (*t)% 

' I I ^— 1— ^— ^■— — a^— — — »— ^ìm^— — ^— — — 

1 Pag. 79. Simili qìtoque modo, 
3 Pag. 80. Eademqiie via et modo. 
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^i cai il primo genera una progressione aritmetica, e ft se» 
condo la progressione i\ ^adriiU 

Come osservò il Cossali, la somipa di questa progressione 
di quadrati é data da Archimede nella propos* 10 del trat- 
tato delle Spirali , e la ti^oviam pure nelle opere di Han* 
rolico e di B^ekdt S fi«-é- m>Uo iiotahìl^ Teleganza della 
forma sotto di calla espressa l^eooardo Pisaqo e quella 
della sua dimostrazione. 



*rtmK^tf 



' " ■ "•" » 



« GoMj»liy storia delVjUge&rap vql. I, pag. 158; Bachete JHophanti 
ÀrUhm- Jffpenaielf, hihf I!> Propos, li (Tolosa Ì^TO, pag. 3|}, 
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SQPBA TRE SCRITTI INEDITI DI LEONARDO PISANO 
' t>OBBUCATI DA B. BONCOMPAGNI 

NOTE ANAUTICBB 

DI ANGELO GENOGCHI. 

IV, 

• > TèarUa dei congrui. 



.' f 



na parte importaole occupa nel libro lU' quadrati h teo- 
rica di certi numeri che Leonardo Pisano chiama congruii ha 
fatto dar loro questo nome la relaziono 9, . dipendenza .scam-. 
bievole la quale lega ogni eottgi*uo a tre quadrati. c)if| a. vi- 
cenda si dicofìo congruenti ai congruo *• I quadrati co^igfuen- 
ti possono essere numeri interi o frazioni ^j^sé sono inlpri^ 
il congruo si forlna prendendo due numeri interi, ad arbi* 
trio Oj i, di cui suppor|2j3mo maggiore il primo del ^ecòndoji 
e moltiplicando insieme i quattro fattori 9, t, a H- &, 0-7^.» 
dei quali i due primi rappresentano a , ò quando a + A é 
numero pari e rappresentano 2ay 26 quando a 4- i è impa-^ 
ri ^. Ai congrui cosi formati si riferisce' il teorema che sog- 
giungiamo^ proponendolo con le parole stesse con cui lo cita 
più innanzi il nostro autore. 

11. Cuiuslibei congrui vigesima quarta pars est i^i^gra,^. Por 
dimostrar questo teorema» Leonardo suppone d^pp^iniia ^. ehe 

I Pag. à4U Fot^ur eongruus quia eongrui^ ìUs (quadratisi. — 
Pag. 94. Quadrali erunt eongruenies eonqruo, 

» Pag. 91. CoHTUumquod eadat in triìms gifoifralii qui sint ex 
iniegris lusmeris. Sed eum fraetioni/lms ecc. . 

3 Pag. ^0. Si ifuo numeri ecc. — Pag. Ò2. Faelus n^tnerus . . 
eo^gruum appeUari. 

4 Pag. 92. . 

5 Pag. 80. 
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a> * siano primi tra sé, e-^a^^fr^partj allora* a, 6 soaì) im- 
pari, e a-H A -p 26 pssh q -r tt.f^vy Cl6. posto, se — — è 

. • • ^"*^\ • w 'i ' ' ^^H^ ^ ' • j* . t j- 

impari, sarà pan — — — -f- b oSsia — ~— » e quindi a -4- o di- 

visibile per 4, e (a-*-6) (o — 6) divisibile per 8 ; se — ^ è 

pari, sarà a — b divisibile pel* -4, e (a -4-4) (a — b) ancora 
divisibile per 8. Onde se uno dei numeri a, b è divisibile 
per 3> il prodotto ab{a -f-6) (a — b) sarà divisibile per 3.qt 
ossia per 24; sé rilùno di ^defli è^ivisibile j^èf 3, sai^à^ divi- 
sibile a — b\ (luandó a e b (ascino il medésimo [resto L 
e a-f-0 quando uno lasci il resto 1 e I aili'q il resto ^z, e 
in'entì^àtnbl ì^lià il pródofio Ìi{iÌH'ft)(a — «jsa^à'cìivisibile 
per^'3v8>'= S4." fi? Aicil vedere che si diinosirérà'simllàienCe 
ni stessa proposizione anche sé a, 6 non siano primi tra se ', 
e cbè ié dhò dei numeri d^ b sarà piiri e Taltro |mpari ^,' ii 
^Tóàòiio ò cohéruo 2à. 2% -i-"At(a '-^i)/ sarà divìsibiW 

l^uroiio già òi^er^vat'è '^ le reTazfiòtiì 'dì' qéestò'tc^orertiii dal 
Fibonacèi con una proposizi^oiié dimòstratii'aar signor' Len- 
théric net 1890, e con altro teorema proposto dal Gérgonne 
nel 1830 e* (Jal Poinsot he! 1849 ,* che" poscia' iÌQg\\ Annali 
del Gérgonne e noi Comptes Rendus fii indicato* appartenere 

: n. 'Sómmà''di''èer<te'progrèssioni «^i'Ab'biansì n iilitnèVi'tóg- 



■ .1 i.iìMit.i.>r,i. •< i.i ) i" — r i-y. '„.'.>i'.t.> r > .iiV^irii" V J ri — i\kM ^ 

« Pag. 82. . ■ *' 

a Pag. 82. Et si unus. . . '^ 

3 Comptes ren^us, t, Xt^, p. 777 e 779, Annali di scienze .mai. e 
/IsicA^ t. VI, p. lid. 

4 Annali del Gérgonne, t. XXI, p. ^Si, Comptes rendtf^^ t. XXvIlI, 
p. 755. ' ,, 

5 Pag. 82: 5t circa atiquem numerum. 
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giori di un naniero dato h^ei^ alIreUanti minori, e siano gli 

uni 

A -H *| , A -4- *2 I A -t- *3 » • • • A •+: */j > 
gfl'allri- ■ •• •' '''-■' ■ *"'^ * ••-" • ^ 

'., ..i. .;'A'-^*i > A — "Ai", *-^*3',-. i'.A'— .*« r •"! ■ • 

somiuando a due a due i' termini equidiktanli da A/ si tro- 
verà sempre i2A, e quindi la ^ocnraaidi tutti i 2fiattflieri sarà 
2An, ossia A X,2>f. 

Questo teorema che somministra come caso particolare la 
somma di quaIsÌTogì\a pi'ogressiohc arHmotipa , ò statò qui 
posto da Leonardo Pisano per Taso che se ne fa nelle qae* 
stioni seguenti. 

13. Trovare > quattro numeri interi Xi , x^ ^ x^^ y^ tali che 
si abbia 

I 

Il metodo delPautore è molto ingegnoso': egli' considera che 
ognuno d^e'quadrati x^i , x^^ > a^^a'deve essere fa somma d' 
afèuiìi numeri ìmpari consccativi presi aatl' linilà / e. che y 
ttguagliahdò tanto là differenza a;% — x^i , quanto' la diffe- 
renza ar*3 — 07*2, deve essere la somma' degli impari', che 
entrano in x^^ e non in x"*!', e attrei^l-di quelli che entrano 
in 01*3 , e non in x^^ ; quindi si propone di deUesmìnara' y 
in modo che il numero degfimpari componenti iapdma delle 
ine somme eguali allo stesso y abbia una ragione data col 
numero degl'impari componenti la seconda somma. Sia b \a 

la ragione data; potrà aversi --- minore o maggiore di — — , 

poiché il caso deiregoagliahza è dimostrato impossìbile^ pfa 
oltre da Leonardo Pisano *. .... . 

Abbiasi ^primieramente ^ -' 

' P>g.f 8i. Invenire w t ma^a m . ' ' 

» Pag^. ao-— 98. 

3 Pftg. Bti. Est0 priui ptùparHó: caso ài a-^b pi^i:'^Pj^.90r nur- 



a a +6 

ìntrodNeiaroo le lettere «, t col significato cbe già fu dicbit- 
rato, per comprendere ì due cali di a+:^ pari o igipari, che 
lepnardo tratta separatamente, e poniamo 

mtsìB$\m — é) , I» 0X3 i^éi — - ^) , p st= •(« -f- *) , 
Saranno m> w, j?, J) t'» u nomeri pari, e si avrà 

I a — ^ 

ossia 

9{a — *)< ^(« -+-*)»•»<; y ; 

dì più V eoQtiefi^ t» ottmeri eguali a g» e percié secondo i( 
teorema del niim. preced. contiene m numeri impari consecu- 
tivi equidistanti a due a due da jf> similmente u contiene 
n numeri impari consecutivi equidistanti a due a dueda |r, ' 
end^ il numero degli impari componenti o e il numero de- 
gFimparr componenti «i sfanu<> 

r: fu : n r: 4 • ^ :: A : i< 
Ora essendo pari f^m e jf«f-m, 4>^irvmtà fino a g. — m ai 

trovano numeri impari , la cui somma x^ eguaglia 

^— - — J , e dal! unirà fino a q^m se ne trovano , 

Ja cui somma z^ eguaglia/ ■ ) ^ fra jf*-m e j-i-»! qadoRp 

— I 1 ■■■^^L^^ . . — I . — ._>_ — . — . 1 — -^ .^^ -^_ 

sus ex numerit ab et bfi eonjunetus sit impafx cho di a **h fr inpa- 
tL Le lettere set sono usale ìb questo casa ancke dalPantore. — A 
pag. 85, Un. 4 — 6, si debbono mapifa slawftUtff «sneeilfUr le purtilei tunc 
impossibile erit invenire duas muUitudines iniparium «MfNltfrarvm e<m- 
Mnmti in j^rofartiefie qnam hftUtet nymfruM a§y iM^ imm^rnm «<f. £ alfa 
IfAea 14, in luogo di summa nnitatis si deve leggere summa unitatum. 



(85) 
2m. interi e perciò «r iinfari cMsecoliTi e^distauti a due 
a dae da ; ^ e qaesti saranno i medesimi la cui somiM é v* 
D'altra parte m ha , , 

oiM)*é fotcil dedurre 'i 

quindi grimpari compreai tra 1 BuniMr^ pari /i — - n e p-f-n 
sono quelli che seguono q'^^m^ 4 poiohà.il laroaiiiMr^ d 
n e si trovano a due a due equidistanti da pi sono anche i 
medesimi che compongono u. Finalmente la somma S3 di tatti 

grimpari- esisteiili da 1 fino a j^h^w , è il quadrilo p^V 
Si ha pertanto 

e JS| , ^2 9 '3 MDO tre quadrati; ma 

19 2^ a((a «+N /i)(a — A) a^sif» 
Si risolverà dunque U questione ^pfopf^sta, assumendo 

Abbiasi in secondo luogo * 



^. **i 



e si faccia 

jT =B s(a — A), 9 = ffijr, 11 = 11^9 
intendendo sei come dianzi : aarà 

8 . fl-l-A 

o^sia 

^ Pjis* 89» Sfid 4tf propofifo: caia di a 1 ir san* — Pasu ftl. JjnL 
<l^ prof»arlio : caso di o-f^ò ìmpari' 
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è 

p — m= (s — |)(a-H 4) = (# -4- i)(a — i) ±= y -H li. 
q ^fh é=zp — "n , V :t= #l(à -4- *)(à — *) = li . 

Tatto il resto starà come nella prima ipòtèsf,' e sr ctmctiiti- 
derà egaalaiente » • ^\* • ; * \ * '* 



I 



I 



-'-■' '"-'■ ' •'• ' rt((» 4- 4)(a — A), ""- • 

quale già fu assegnato ai congrui; e hanno appunto origine 
d0 questo proklenià a cangrai, talché quando i Dumeri «i ,: 
^a ) ^3 9 y soddisfanno alle due equazioni sopra riferite , il 
numero y si chiama con^ruOf e x^i , x% ^ x^^ sono i suoi 
ire quadrati congrtienii, abbiano essi le loro radici intere o 
soltanto razionali. . « i t . 

Leonardo aggiunge alcuni 'esempi numerici ■ : 1.^ fatto 

trova ^ - , ^ . - . . 

y = 240, dP, =7, X, = 1T, a?3 = 23.; 

Ir-.** .'I.r* 

2.** fatto * 

a = 3 , 4;^« 1 9 
trofa 

y = 24 , jp, = 1 , a:, =5 , X3 =5= 7 ; . , , 
3.*" fatto 

a = 2, * = 1 , - 

« 
. . 1. • • • . • . 

trova i medesiitìi valori' 

y = 24 , ecc. ; 
4.** ponendo ''-^- 

a = 5 , i = 2 ^ 
trova 

■ . I ■ . t» ■ ■■■ ■ I il II t ■■*! I II ■■< ì I I • ^ ì li I l ' .l. i ti ', n .i ■ ' 

« Pag. 88, 89, 91, 92. 



5." poi^endo 



i 67 ) 
a 5= 7, * = 5, 



y - 840 , 



trova ancora 

, . -. 1 •» 

esi b.a ppi . . 

a?, = 23 9 a?2 = 37 , . a?3 = 47. 

Il valore 24 chQ riic^yey. nel secondo f terzo «sempio, é «7 
primo e più piccolo congruo che possa . formarci supponendi^ 
or, 9 ^2 9 e a?3 interi S poiché ogni congruo co^i formato é 
divisibile per 24 (n^am. 11). 
Generalmente, essendo 

- 8h^= ta , 

si troverà ..^ , :.:;••.. i •-. : • • • . ■ 

:i' i yi4^ f*i t=ti(ii -4^*) H^ «(o -^ 15) c^? «a -+- 14 , 
p -t-tW :;== »{(i -ri- b)^t(a — : :i) === ita «+- «a — tó , 
e quiùdi 

ita — sa -♦- tó fa -4- ^^ 



« * l • z 



X 



;: Perciò Ise d -4- i. è pari,' lessenda ' 
si airtà- ' -• 



373=- 



«• 



y = €A(a «4- *)(a — A) , X| == 



2ai — a 



2 



A' 



A' 



2a» 



*2 



X 



2 



a?' = 



se a4- & é impari, essendo 



I . -: '. . . - 



si <|?rà 



1.1 



> Pag. 90. ^i notofidum quia 24. Pag^ 91. : J?l quoiMam 'kumeri. 
Pag. 93. e<< 24 prtmum con^rtium. 
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y = 4a5(a-f- A)(o — A) , a;, s= =t: (2oft — o* H- 5'), 

f 

Una questione più generale delU pi'ecedeDte é stata sciolta 
da Eulero nel tomo secondo, art. 225^ della sua Algebfa ', 
dove propostesi U equazioni 

trova i seguenti valori : 

4t>y(t>-|-ay)(i?-4-Ay) 



?" 



psm !►•— a*y*, 



± r = tj* -f- 2at?y -4- aAy% ± s = »* = 2bvy -f- aiy'. 

Il caso trattato da Leonardo Pisano corrisponde all'ipotesi 
di a:s3«^lyei=5-Hl, e perciò all'esempio primo d'Eu- 
lero (ivi) art. 226), e allora il valore di js or rifiBrito ci darà 

Tincogaita y del problema di Leonardo, il valore di -^ ci 

T É 

darà a?^ e quelli di — e — ci daranno o^i e X3 , e si po^ 

q q 

tra scegliere q in modo che questi valori riescano interi: fa- 
cendo jr = 2 nel caso di a^^ò pari, e jr s« 1 nel caso di 
a + & impari si otterranno le formule di Leonardo Pisano. 
Secondo un'osservazione del celebre matematico di Bai;i|^ ' 
si risolve nello stesso tempo anche il caso di a =s 1 e 6=2, 
ossia il sistema delle equazioni 

14. Insegna Leonardo ^ a trovare àUri congrui per mexxo 
del primo congruo 24. Essendo 

5>-24=r, 5»H-24=7% 

1 eh. XIV. Neuvième quesHon : edizione di Lìoney anno -3> pag>. 
2S6— 28d. 

» hi» aH. a27i pag. 298. 
3 Pag. 93. Quoties enim 24. 
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se si moltiplicano i netolnri dì i|uwte «qoazioiii per «» qua- 
drato A'» si ivedri t^^ i> .prcKl<|t^ 244^ sarA qii cfDgrii^, e 
i fjuadrati coograenti «aranno . 

A^, (5Ar , (7Ar i ., : . 

si pvr* dì più 

24A' = (2A-*-l) ^-(2A-*-3)-h... -h(10*— l) . 

=;* (tPA-t- 1) ^ (IDAh^3) -4- t . .*+-(l4A ^ t) , 

e €Mi 24A' oquiTaifàr a duo ìsomtié d'iùptirr cfansecatiférla 
priaia composta di 4A termiéì,' la «eoooda difiA, oode fi aa^ 
mero degrimpari oomponeoti'b prioM; «omma< savi dpppio^ 
dell'altro, come .pe) eoDgruQ* 24* Abrì conerai iocora si for- 
mano moltiplicando 24 per le progressioni di quadrali già 
considerate nel nom» 10 ; 



* « 



la cui somma è della forma ■ ^ , " : infatti il prodotto 

oA 

. ^ 6k ~ A' 

a motivo di A =r — j , e perciò un tal {>ro4oUo ai ot^i^w 
altresì dividendo per m9 qnadratt il ooPgruo y del nura. prec. 
e prendendo a =s r 9 & = ; 9 laonde anch'esso ó congruo, « 
si compone di due 90mme d*iinpari in modo che q :r è là 
proporzione del nomerò dei termini d' una somma a qgtelio 
dei termini dell'altra. 
Leonardo reca Peseinpio del congruo 

840 = 24 X (r-H3»H.5»). 
Prendendo 

5r = 2n — 1, r » 2n + 1 ^ »=r2;' 
^ s:^ fiA , r = fiA -f- A, 
noi possiamo dedurne che I congrui composti nella riferita 



(70) 
oMinicva «M^Mi«iOvC!Dpii(>ve9Ì.!|iciI)e Ire .formale i^; 

da cui come è facii vedere dod si EanDo'tdtti rcónjgriìi sotii-' 
ministrali dalie generali espi'essiÓDi trovale per y. Per otte- 
nerli tutti con lo stesso metodo ^ bisognerebbe'' fefa[e q'cà r 
si potessero assumere éntramlì ad arbitrio come a. e 6, os- 
sia che ii teoiréiha del nom. )0^ si' stenidesse A tutte le serie 
fdroiaie! coi «ifuadniti. dei termini* 4* una> pfogrfssiónèiurìlvie^' 
tioft ({UflUsivogliairt oiiaiAe-^ ^d. JbiAiitto ix péimi'^qe termioi^j 
j»<ie.|9l.i due- ul&tmi. d*QM: .progressicoe. adinieAìpa^ iaoitùàoi 



•i'f '. 8.: 



'* iit::*'-^ jfi^q ^ Pi j r±s=^ ^♦.•*.•^ 



1 



; 



gì, -avrà ' ■• ■" ■- ■. •! ■' ; '- -■ '• •! •• • •. ■ ' ■ I- 

gr(q H- r) =fq{p H- ^) -t» %% 

e retrocedendo di mano in mano ai Urmini anlcriori, se nu 
trarrà 

jrr(j -♦- r) s= gh{g *• ,ft) -+- 6A(*' H- ; • v. -4- p" -t- q^) 

= 9^(9 -t- A) - 6^^' H- 6*(y» V A' V . . . 4- />* -H ?'), 
8Ì<iéb'é rdnVòt'fbbbe clie 'fosse ' ■' ' . . . m ^ 

é perciò' ' " " • " •' '' ' '••••' 

'■ '• •• •'■ %' -4 3%* -i- *'^ = eA/'i' '" " 

ossia ì • •• ■■• '^ ■■■■■■'■■ ■ ■ •■ ■■■•.■ ■•■ ■ ■: 

g* 3 1 <r 3 i /« ' ' " 1 



ik* 2 



g _ 1 ^ ^_ 3 i /'i9'-' "1^ 



> 



onde risultano per g soltanto i due valori k e,-^.;ad90- 

que le sole prpgrQssionì.iA*iifflQUebe.per.€iil vale il teorema 
del numero 10 sono. ( - .v .- 



• > ! j « t t . • ' . :'. * ' .» 



i2 • 2 '. 2. 



e si formano moltiplicando per k la serii»)é6*DfimeDÌ:nalbi:ail, 



1 '.•,*•--> 

o per — *'qu(Jlla AeViuraerf impa'iH. " ^ ^^ 

Taltavià perchè sono maltiplici di 24 lutti i congrui a 
cui corrispondoftor-m i|tiadrati inten/ LèónardiOi Pisano * li 
considera come generati dal primo df essi 24. 

15. Si dimostra tiWÌtór^iÀìi'ÌliàSi%Si^^ 
tipUeamfòi^^dhidtwh Un^cdngfùó^per'ìin-qu/Édf^o th produce 
un nuovo congrìfQy^f\ltA\.\\puèliipl\càn^ ti dividendo per h* 
i membri delle equazioni • >'^'.> 

si scolila» «tidiftV^* iitt"*ohgrt<if t c^dì "(jtfadrWi tbhè'^ui^'nfi 

sono. \«v..*: -r f-\ . ' ''. — • \u .: /\ , . !♦ - *■ .^ '^^ .«v 

e che yj-è un allro congruo f ctti^quadratj congruenti sono 



a 



ef-m.#) 



I. .1' ? : ! • » j • "• .'. 



'=' ! { '» J J: ;,' i:- '!}• . ' '.l« <: " y. . 

Aggiungendo questo teorema a ciò che fu trovato nel num'. 
13 si avrà la soluzione' più generale possìbile del problema 
qui v^it .-proposto «iBoà ^oiotfek oMO'iin'.oui^'st' logltodò- ìob^^ 
jr, e x^ interfj^ ma eziandio per, quello .in cui si aipmetti^no 
le fraizioni. Per chiarircene, rappresenliamo x, , Xs , 0:3 con 

lre/r«?»<>?i ,4t>8;^«l,^ciiominatore^^ 7'^t&rt f?'«!}è)/*iT 
s^aft^a setù^te y kiléròy riàltìò'dà >sdógliéHS' tòn^tidméfV lii^ 

il' ' t \« il. >'.', : : ^ n '•' ■ * '' .• 'i»i] '* i- ' » ' '-?»'> ^*' ^' "^ 

I Pag. 92 — 93 : Unde eujuslibet congrui vigesima quarta pars e^t 

.iijr:r«»-jj.r *'J' •'"'^'* '« .'li-: ni» 
tnle0[ra «1 nipeWiM o«<«n«tim e$t, {séqutiur quoa est) 2i ' primum con- 

été^fn ìiuòàinbiMm'^biM'^^eMi'iniég^é qUddrdiis'kufniìùl et 'ab ipso 

21 gdkeMfMf i'^HiW'^&kgriiéif. Gt^éS^'hU àébhìiU^eriX< é6h\ ^hééib 

passo, separandolo dalla proposizione che lo precede e che fittMCjb'éOfa 

le parole dueto inllf^^flrmf^x^ , ò ; .^ , \^\ ^ v 

* Pag. 93. Si cmgtuwm aliquod. — Pag. 94. Similiter ostend^tur. 



• • • 



» . .♦ . 



(TO) 
teri l6 due •e<|aa:tfoai - i 

Pi e /13 saraooo ambedue pari o ambedue impari, e facendo 
avremo fi fa interi; poi leiled^rremo , 

ajf*y«ep*3 M^p% «elfi fa ♦ 

ossia ' ' 

P% » r% -H r*3 , f 'y j» ar» fj . 

Alla prima di queste Ai soddisfa generaliMftte ponenda 

^ p^ =5 mia"^ -f- 4*) , r^ =s m(a* — 4") , fa = 2maA , 

e allora la seconda porg<e 

y^ f—^' 

cosicché scelti ad arbitrio i anmari interi m, a, b^ si prenderà 
per q^ un divisore quadrato del prodotto 

ai otterrà per y on numero M|ta«o| fioalmeute ai aiiriià'* 

/). ^ r , — t'a = m(<»* — «^) — ^mo^ , ! />; = m(a* 4- V) ', 
pa = r^ H- ra = in(a' — A^) H-2mai^ 



r . I 



e 'se né dedurranno tv, ^ j?, , a?a • Se Vuoisi che anche que- 
ste imbuite abbianq valori iatetr^ ba^i^ri pra^^qr^- f^^M 
ma in tutti i casi é palese, che i valori i^enerali.di. j(L^ di 
^*i 9 ^'«9 ^'3 sono i medesimi del num. 13 nioltipiicati o 
divìsi per qualche quadrato. . . \ .„ " , ;\ 

fifiìì^ form^lp prece^i^nti si pa<i. ,s«pp<^^Qi ([:be a e j( mm 
IMrioH Ira. sii» poicli^ sa avasaero w «ornun diviaara ìt si 
larelikft''. - 
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e si riprodarrebt^ro ie stasse feroMile col solo oanfaianieBlo 
di Of &} m HI a\ h\ wl^ ma X non sarebbe fattore di a'e 6^ 
Si può aoche sapporre che m sia primo a 9, poiché chiamato 
jx il loro massimo divisor comune, e posto 

§ì avrà 

. ^ f' _!»" _ P'" 

Xi tS3 r- ^ X^ — r- 9 X^ — - -j— , 
? ? ? 

e noi valori di y^ Xt 9 or, , x^ qoq sar* ayvénnto altro càm- 
biameofo ebe quello dei numeri m e f nef numeri frèmi tra 
aé nk' e f '» 

Ora per aVar tutte lo solaiioal intere \ dovendo 

— essere intero come y, si dovrà prendere q fra i divisori 

Cfiinu9ì di ^i|Jk{1i^ — ^ h"") e a' -4-^ if , j^ìcbè q é prima ad m \ 
jua ea^endp a p A prìiui tra so» <r' «^ /^' sarà primo tanlio 
con V fltiwto con iV o p^ci(^ con a e eoa i^ e eoi fro^ 
dotto ai, e non polri aver comune con n* -^ b^ vernn dir 
visore, salvo il 2 nel caso di a e & impari eotr^imbii onde il 
solo divisor comune di a' -4- i' e 4aó(a' — h^) sarà 2 nel 
caso di a-f>i pari. Adunque q potrà ricever soltanto due 
valori jr=pl ejf:;^2, e anzi non ammetterà il socoo()o se 
Uoiì sia pari a -{->&. Si ottengono cosi tutte le soluzioni in- 
tere moltiplicando pel quadrato intero m^ i valori di y^ x^^ , 
^'a 9*3^3 troyati con Leonardo Pisano net nuna. t3. 

Dfà si può anche, prescindere dal caso di a + i pari , e 
consider^^* aoltanto quello, di f +HQ'P^>« faceoda perciò in- 
diatwUmeQte q^n^lf. Jmperoccbà se e e A sono im{iari ea« 
tramtH» ai può prendere 

. . . . . U mia * VL ' if S esse -■ » >■ * , 



« « • « 



onde 

e ci^ i' saranno due numeri interi la cui somma eguaglian- 
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^ « sari ini|iftri; 'oollò -steMO (eiii|i» >kì 'avrà>' • . u i . ; > : ; 



"^ -■ ■" ..» ,.\ 



ab = o"» ^'»'% a» — 4» ^ 4*'«' ■ «*'-+- 6'^'2(i'» 4- r)%; 

Sicché noi valari di y^ Pt , P2 ^ Pi saranno sostituiti a .C 6 
ad a e 6 senz altro òamfiiamento. 

Le formule- dvEalero concordano'^ pienamente òòhié'' prece- 
denti, salvo raggiunta del fattore m ó m^ che da Eui^rd^ fo 

t* ■ » 

omiriesso come sottinteso da ^è in tutte le formale di que- 
Sto genere. \ Y 

..»ÌPe|. Adl<^lo.dei/60i>gruiv «he Frate Luca PuckUi Hiefniimeri 
f;(mgrti^h, menlr^ .chiama,. ftiodlrfcilo cungràoi ìì qaadlvstowMi- 
condo o medio x^i (nomenclatura seguita dal Coss^i)), UvLh- 
;brj^'.,ba de^iiqM di^. unii regola 4ì<quelt*aatore. la. formula 

-, 4n(n -f- l)(2n -f- !)• '■V 

che abbiam veduta (num. 14) nascere dal moltiplicare il 34 
p«r U sàtDOin de*qaadraili dèi prrtnì ri numeri nàtùfaf?" "Me 
«on è qiiésta la' sola regolìa, che abbia d^tk il 'PàtfòTi per 
fonnàrep i congrui ; neiroperiÉ stia *- egli 'ttisegnà^ iiii nfètddò 
più generale, che si epiloga nelle fórmtìle* ' ''- ' «Hi 

e che quindi riproduce una regola di Leonardo Pisanp senza 
dTiitinguere tra i casi di a -f-A pari od imparici q^aeste for- 
mule si hanno dalle precedenti supponendo m=A .'jf..s= !• 
Anzi ilPiàcióli aggiunge una Tavola di. congrui e.cqò^ruenti. 



-p- — ... I . — ^. ■; . ' : — ' r .-. ;!•'. .^" ' . 1. -< 

1 HUtoire de$ $c. mathém» en Italie, tom. lU. Note XXVIIL pdg. 
283. * . 

'' *' Sumrùa de atitkinèHcà ecc., Yukculaino 1^23. Nella T)Ì8tinz/ 1.', 
TVatt.* 4*, Art. T® (car. 13 , versày della prima nukberazidtiéy rfefiHi- 
sce i congrui e i congruenti, e dopo aver 'date règole |)i4rtfcoJnét^'^p^ 
formarli, all'art. 8." (ciir 14, verso) prAmei,te di esporne fra le ipeeic 
deWalgorismo un'altra generattssima al mede««b effetto avvenga che 
per altre pqrole, con una Tavola dei detti n ameri. Questa regola . pi A 
generale e la TavolOi si trovano nella Distinz. 2.% Tratl. 6% Art.** 5% 
car. 46. 
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(ver compilare la qualéi sembra ' aver osate le formulo 

y 3= 4m*a*(a -f- 6){a — i) , . a?, = fn(a^ -+- *^), 

che soppongODO jr^==l ma lasciano m indelerminato : poiché in 
quella Tavola troviamo per esempio i numeri congruenti 

216, 864, 1080, 2160, 2904, 4704 

coi loro quadrali congrui 

125, 900, 1521 (»), 2601, 3025, 4900, 

che non sì ottengono nelTipolesi di iii:=l, non essendo spez- 
zabili in dne quadrati le loro radici 

15,30,39,51,55,70. 

A ciò non pose mente il Gossali che adoperò soltanto le for- 
mule corrispondenti alla posizione j^ = 1 e m=l , e diede 
una Tavola fili ristretta di quella del Pacioli, né seppe im- 
maginare altro mezzo di recarla alla dovuta generalità che 
Tintrodurre quantità irrazionM ; quindi reputò imperfette le 
Tavole degli antichi algebristi perché limitate ai congrui 
e congruenti che generazione ricevono dai numeri razionali in- 
teri , e per formare a cagión d* esempio il congruente 216 
col quadrato congruo 225 stimò necessario ricorrere ai valori 

irrazionali ^^ 

a = i/13i, * = l/^lì, 

mentre i numeri 216 a 225 sono compresi nella Tavola di 
frate Luca, e risultano dai valori razionali interi 

a = 2,. A=l , m = 3. (**) 

■ ' Il II. I I ■ 1 1 1 ■ I. il ■ . 1. I 

1 Forse (ciò che torna poi allo «tesso) il Pacioli fece uso del teo- 
rema, giusta il quale, moltiplicando un congruo per un quadrato, si 
forma un congruo. 

(*) Nella Tavola del Pacioli si trova per errpre di stampa 1512. 

(**) V. Cessali, Origine , tratpoTto in Italia , primi progret^i in 
ena MV Algebra, voi. I da pag. 125 a pag. 131 (Gap. V, Quadro II , 
Parte III). 

6 
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16. Trm>ér0tMwmgtU9Ìa cui qmifHa parte maìm fumdrut^ % 
Si prenda a =^ 5 ; se può detterimoursi b \u nuydo cbc 

&i a^^y a — b 

siano ijoadratì) é efciaro dolila espressione d»i congnio y cbp 
il problema sari sckitio. Oi^ posto 

si Ivrà 

onde 

y = l, t=^, 
oppure 

ma la prima s«pposi;;ione reoderebbe^ 

a ^6 =^5 H-* 1 

che non è un quadrato ; resta dunque la seconda/cbe porg^e 

^ = 4, a-HJ=9, a-ft=l, y ^ 4aJ(a4-6)(a-*)=720. 

Si può ampliare la questione ponendo 

ac=5n/% * = y^ r aH-A=A% a — *=*% 

éonde si tnre 

e però 

ovvero 

b^^a^. 
Sarà dunque 

/ = («-+-|3)(«^^), 

ovvero 

nel primo caso sa farà 

a -4- jS = r^ , « — /3 =5 «% 

^ 7Ve scritti inediti ài Leonardo Pisano^ pag. ^5. 11 te»to dice ; 
volo ìnvenire eongruum cuiùi quinta pars Hi integfà. Ma è cbiaro che 
io luogo di integra' sì deve leg|];er quadrata- 



e si avrà 

i = r 8 , « = ^ — » « 



i i» j • <i 



2 ' 2/" ' 

/ 

nel secondo caso si fari 
e ^risalterà 



i = 4f * 5* , ,a = r^ -4- i$^ , n = 



I 

r 



y = 16»/-" r^ f>4 -H U^f , ar^ :=^ n^/i -H 16r4 »4. 

Pertanto si potrai determinare un congjruo la cui n>""* parte 
sia un quadrato, ogniqualvolta n 4bbia una (|e|lc forme ;^ 

H 4- $^ r4-4-4^4 

Essendo «^ 



34-4-1=2.41, 54h->«2.313, 1 + 4=5, 
1 + 4. 16 — 65, l+-4.84^ 13.5' , 34 + 4 = 85 
si risolvono dunque con queste formule i casi di 

n = 41, 313, 5, 65, 13, 85. 

•f 

17. jffec quesito fredicta in prologo libri hujus ^ Si tratta 
del problema di Giovanni Palermitano, cioè di render qua- 
drati 

■ • « 

OB* -+- 5 , e J5* — ' 5. . •) 

Poiché 24 è U' mìftìino congruo i cui <]uadrati congruenti 
siano interi, Udo '4 possibile di risolver il problema con nu- 
meri interi; ma si può risolverlo con frazioni razionali, es- 
sendosi trovato il congruo 

\y = 720 =5.12^ ; 

(nttiB. 16)9 poiché preso 



f0K**iimmmm itmii9t**tmtt i H l'i» atif 1 1 1 1 i p ti ip H i 



' Ivi, pag. 96. 
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^ a=s59 £ = 4, m=:l, q ^^12 ^ 

le formale del nùm. 15 daranno . ^ 

Pi «31, /)a=4i , /73=49, 

e quindi il numero cercato x sarà il valor corrispondente di 
opa 9 ossia 

Le formule del num. prec. permettono di sciogliere aFlrr 
problemi simìglianti. Cosi se voglionsi i quadrati congruenti 
d*un congruo dato n che sia d*una delle forme 

r4 -H ^ r4 -j. 4«4 



2r ' f 

si prenderà nel primo caso 

^ _ » Y H- r4 i4 
~ "^^ ~ ^rt (r4 — «4) ' 
e nel secondo 

_ n'/4 H- 16r4 «4 



j?a 



4/r5(r4 — 4*4) 
Se per esempio 

n = 13, 

pel qual valore il problema è risoluto nel libro di frate Luca 

senza che siavi spiegato il metodo % si farà nell'ultima for- 

mola 

r=l, 5=3, /^=5, 
e si troverà 

_ 106921 , _ ^^ 164568241 

^-"19380' ^ ^^-ày^ 375584400 ' 



I Summa de àrithmetiea ecc.. Disti nz. 1*, Tratt. 4*", Art. 8, car. 
10» recto, 11 Paciolì dice aemplicemeiite : farai per te vie sopra date e 
troverai ecc.» ma non vedo qaale delle regote da lui prima esposte 
possa condurre alla soluzione cercata. 
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qual è dato dal Pacioii. Il congrao la cui !»•>>(»« parte é uà 
quadrato, salirà in questo caso a 1126753200. 

Iq generale se, dato un congruo n qualsivoglia, si doman- 
dano i quadrati congruenti, si dovrà soddisfare con numeri 
inceri aìVegìiolità dupUcaia 

P% — nq^ =P^i I F%-H V =/''3 » 
da cui risulta Tequazione biquadratica 

P^2 — »V =P^ 9 
indicato con p il prodotto pi jrj • Ma pel teorema del num. 
15 si può liberare n da ogni suo fattore quadrato, e allora 
nelle formule ivi ottenute si potrà fare m=sì} supponendo 
poi CI e ^ primi tra so, Tuno pari e l'altro impari, si avranno 
per P2 e yq^ valori primi tra so, e per pi , p^ valori primi 
tra sé ed impari. Da ciò si dedurrà che sciogliendo fa rife- 
rita equazione biquadratica con valori di p impari e primi 
a P2 si scioglierà nel tempo stesso la proposta egualità du- 
plicata. 

Si può eziandio fare 

Pa _ P _ 

9 9 

e cercar di risolver con numeri razionali V equazione pari- 
mente di quarto grado 

a:4 — n* = z*. 
Inoltre la formula 

4m* aJ(a-f- 6){a — 6) 

y = ^ 

mostra che ogni congruo moltiplicato o diviso per numeri 
quadrati è l'area d*un iriangclo rettangola i cui lati hanno va- 
lori interi^ poiché i cateti d'un tal triangolo hanno la forma 

e quindi la sua area- é 

^'aò{a' — b^ 
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Sf tratterà dùnqno dì formar un triangolo rManfólo c^n mi* 
meri interi senza conoscer àUro che la sua area», I francesi 
Ytelft e BaciMt ' si preposero* it pmUama luvéniré iriamgu- 
tam TBctanffiUum cuiw area sii daiu» numerus^ nni dmi I« sqwI* 
sero fuorché supponendo note alti»ee<Me oltre l'area: eosiv Bar 
ehet suppone nolo un biquadrato^ che accresciuto del quadrato 
deWarea raddoppiata faccia un quadralo f e peirci6 non ri$olv;e 
Fa questìon precedente ma soHanto dimostra ch*cssa riducesì 
all'equazion biquadratica 

«4-1- hnl^^z,^ j 
«ohm: 4et resta apparàee dairìdenliiUii 

Se pòi nella espes^ione di y facciamo 
oppure 

b a 

a 2ina 

ridurremo il problema- a sciogliere con numeri razionali una 
delle seguenti equazioni cubiche^ indicate anch'esse da' Vieta 
e da Bachet ^y 

x^ — j? =5. nz^ , X — x^ = nz^. 

18. Dimostra Leonardo Vì^ditio ^ VimpambUi^ delloi prof or- 
zione 

a vi :: «p -4- 2 : a — b, 

qualunque siano i numeri interi a e b. Ammettiamo infatti 
quésta proporzione e chiamiamo set .due numeri che siano 

« %téSi if 20" dei ppobteim p^Ml? dà> fliacfcet 4^ If quest; 26, Li* 
ftro VI, di Diofanto (Edi», di ToUfa im^O^ pag. 338>. 

* Vedi lo Scotio del detto problema, ivi, pag. 339. . 

3 Pag. 96. Si duo quilibet quadrjati numeri. Evidentemente h pa- 
iola quadrati deve qui togliersi. 
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e^^^K ad «• a& nel caso, di a^è pri , e doppi di qaesli 
«el caM oonlrarìo^ poslp come nel' Bili». 13 

fn^:ss$(a — i), fi =± ^(4 ~ 6>, pss 9{a -^k) , 
jf =^(a H- 4) , vsssamq j u =i np , 
si ayrà come ivi 

Ma inoilre sari 

5 : 1 :: a "hi Va-— if 
e gcrcid 

«(a — A) ===^ tifi H- *) , m =^y , 

onde V e per coB^egaenza ti sarà no qaadrato. Ora ti è !«. 
somma dr tatti gV impari compres» tra i d«e miteeri pari^ 
p — n e p ^n j mentre v ossia m^ è 1^ somauk dogrimpari 
compresi da 1 fino a 2/if , ossia da 1 fino a p'^ n, perchè 

p — n = q -^ m=:2m; 

danqae t) 4* ti sarà la somma degl'impari compresi da 1 fino 

a p -h A , e qaindi si avrebbe un qnadratof^—^ j doppio 

4*00 altro, qp^dr^to e '=s,nCy la qual CQsa ò impossibile* 

19^ Da questo teorema Leonardo Pisano deduce. una con- 
segaenza importantCì cioè che tie^^an quadrato può e»9er cou^ 
grtM. Giova riferir le parole del testo ; Ex hoc anim ostende- 
tur quod nullus quadratus numerm poteH e$9e eonjjruum^ ^uia 
si possibile essei, etiam ssset propoftio coniuncti duorum odia* 
centium numerorum ad residuum sicut maiór eofum ad minorem. ' 
Come si vede, TAutore afferma che ^e un qaadrato fosse con- 
gruo si avrebbe ^ 

a ib :: a -^ b : a — i, * 

e sopra qmsta proposizione fonda la sna dimostrazione; ma 
reca meraviglia ùb'egli hisci una tal proposizione ausiliaria 

« Pag. ga. 
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senza una parola per provarla o illustrarla mentre dimostra 

con tanta cura ed esattezza altre proposizioni come sono 
quelle, del num. prec. 18 e del num.^ 11, e ciò farebbe so- 
s(>ettare una lacuna nel manoscrillo \ Gbeccbé ne sia^ espórrò 
una maniera che mi sembra abbastanza semplice di provare 
rigorosamente Tindicata proposizione sussidiaria. 

Potendosi (num. 15) ogni congruo dedurre dalle formule 
del num. 13, sol che siano moltiplicate pel quadralo d' un 
numero razionale, basterà- occuparsi dei congrui ivi conside- 
rati. Siax dunque, ritenendone le convenzioni e denominazio- 
ni, un quadrato if congruo n^=tnq: possiamo inoltre sup- 
porre (num« 15) che i numeri a, A siano primi tr9 sé, runii^ 
pari e Tallro impari. Ora se si ammétte fii=sjr, ne risultar» . 
immediatamente la proporzione 

$.: t :: a -^ b t a — ò ^ 
ossia 

« si :: a «"H ^ :.a — .4^ . . 

che si; deve dimostrare; se non si ammette m=:jr , la dif- 
ferenza q^ — m sarà un numero intero pari, e quando possa 
ricevete diversi valori pei quali i corrispfòndenti valori di v 
stano quadrati , né avrà uno che sarà minore di tutti gli al- 
tri. Si chiami 2f Tuniéo vatore o il minor valore di j — m a 
cui corrisponde 17 quadrato, e questo valor corrispondente dv 
V si chiami k\ talché nel te equazioni 

si avrà (aum.. 13) 

y=*% ^x — f' 

■ Non posso però lacere che le due trad'uiìoni del Lib€r qWkdra' ' 
torum eMsteoli nella Biblioteca pubblica comunale di Siemi e B«Jla l..e 
E- Palatina di Fireaze sono in questo, luogo pienamente conformi al 
Codice Ambrosiano. Debbo la comunicazione dei passi corrispondenti 
di quelle traduzioni alla sq^uisUa cortesia del. Principe Boucompagni che 
ì» scopri. 
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agli stessi valori corrispondano anche 

sarà dunque /'Punico o il 'minor valore di Xi che in quelle 
due equazioni possa corrispondere ad y quadralo. -Ma sarà 

** c=3 ma , 

11 
e -^-f^y "^q saranno primi Ira sé ' , onde avendosi la 

proporzione continua 

1 111 

1 1 

saranno -^ m e -^q due quadrali ^; essendo 

a(a — 6) , e 4(a -f- *) 
duo quadrali» dimeslteremo in egual modo che 

aj a — 6 , e 6y a +- A^ 
sono pure quadrati, e fatto 

otterremo 

Adunque le precedenti equazioni ammettono anche la solu- 
zione 

' «i = tt x^ « a', ^s = A', ì^ = i'*. 

Di più si avràv 

e perciò 

ossia 

e con maggior ragione 



' Etemeiiti d'ETaclide, Lib. VII, Propos. XX VH e XXX. 
» Ivs Lib. Vili, Propo9. I e Ik 
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Donque f non sarà Taoieo nò il minor Tak>re àt xi , eontf o 
al supposto : dunqae si dovrà coodadere m = jr ossia 

ai b II a-^b iQ-^ b^ 

4 

Ciò dimostrato pe seguo iannadiatioiecite il teoreipa so* 
vra proposto di Leonardo Pisana S\ enuncia lo stesso teorema 
dicendo che non è possibile trovar due quadrati la cui som- 
ma e differenza siano altri quadrati, oppure (per te osserva- 
zioni fatte nel num. 17), che Varea d^uu trm»f^W rMaufiolo 
in numeri non è mai un quadrato ; ed in questi termini fu 
proposto da Fcrroat ^. Cosi l'italiano geometra antivenne il 
francese, né se gli potrebbe ascrivere a grave colpa, come 
bene osservò ìi Sig. Woepcke^ se anche non avesse saputo 
trovarne una dimostrazione compiuta, perocché in questa sot- 
tilissima parte della matematica che ricerca le proprietà dei 
numeri, sì grandr sono le difficoltà, che anoo dopo taofi pro- 
gressi dell'analisi avvenne pia volto a sommi uomini , per 
esempio ad Eulero e Legendre, di eadere in somiglianti ini- 
perfezioni '. Per questo medesimo teorema dell^area del tri- 

' Lettera a Digby 7 aprile 16tf8 (Wallis, Opera malhematiS^ Voi. 
II, Oxoniae 1693, pag. 844); Osaervazioni $opra Dfo&nlo , Lib. VI , 
prop. 26 (Tolosa 1670« pag. 338). 

2 Fermai pili volte asserì come certissimo, sebbene confessasse dì 
non possederne la dimostrazione, che ogni numero 2^-4-1 fosse primo 
nel. caso di /r = 2" (Fermat, Faria Opera mathematica, Tolosa, 1679, 
pag. 162; Wallis^ Op. matk.. Voi. II, p. 858), la qual proposifekind fti 
riconosciajba inesatta. Lagrasge notò puipe. nei $. Vili delle suf Giunte 
all'Algebra d'Eulero (ediz. di Lione, anno 3^ pag. 630—639) le imper- 
fezioni del metodo dato da Waliis e Brouncker per iscioglier T equa- 
zione pa = A9^-f^ t , e dimostrarne la possibilità; Ozanam nella sua 
Algebra lo attribuisce a Fermata che avea proposto questo ed altri pro- 
blemi coqte stìda agl'Inglesi (Waliis, toc. cil. pag. 759 e 767). Fermai 
riconobbe la legittimità delle loro soluzioni : Illuslrissimos Firos Fi- 
cecomitem Brouncker et Johannem fFalUsium quaestionum n^merica'' 
rum a me propositarum solution^n tandem indisse leiitin¥^s lUfeus agno- 
$eo, imo et gaudeo . . . fatentur Q^Uis' proposMis. wuUioinifkH^ satisfe- 
cisse Jnglos (ivi, p. 857)« 
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angolo r^Uaogolo, i|«eU>ciiikii ingegno flel WaMi^ qi)as99Ì9ÌA 
una lettera del 20 giugno 1658 una dimos(raaM3^nfiiiQQ mem^ 
imperfetta della sopra citala di Leonardo Pisano; dopo aver 
espreafo* eoa a' — e' «a cajteJto del triangolo e con a e la^ai^tii 
dell'altro, aggiunge semplicemente : Et proinde {fum, dwrum 
qìMdratorum diffevmtiay alque earunckm medius proportionalis 
non possini esse plani similes)j qui ab ipsis fU (hoc est area tri- 
. anguli) non poiest esse numerus quadratus. Quod erat demon- 
strandum '. Ricorre quindi come teonardo Pfsano ad una 
proposizione ausiliaria non evidente né dfmostrat», cioè eke 
a^ — e^y ae non siano aomeri piani simili; anzi osservo che 
supponendo simili questi numeri, e considerando i tati a+e, 
a — e del primo come omologhi ai lati a , e del secondo ^ si 
avrebbe la proporzione 

a le :: a^i' eia — e, 

e quindi il postulata del Wallis sarebbe appunto ii medesimo 
che quello di Leonardo Pisano. 

Ma gioverà esaminare alcuni problemi posti dall'arabo 
Bebà-eddin aTta £kie del suo trattato df calcolo (Kkélasat al 
Hisàb), perché s*è voluto da essi indurre che i ìnatematiéi 
arabi conoscessero un^altrat delle proposizioni negative di Fer- 
mai ^. Lasciando stare che Behà-eddin. vissuto dal 1547 al 
1622, é molto posLeriofe al Fibonacci, noteremo ch'egli af- 
ferma la difficoltà ma ipq V impossibilità di que* problemi , 
poiché dice riferirli pòur exciter à les résoudre et, d les dévoi* 
Ut ceux qui sont doués dr. facuTtis érillantes ^; e vedremo in- 
Xatlì che non tolti sona impoasibili* Essi sona i seguenti : 
].» gì (ratini ddla «ly^aaii^pi aimuiianee * 

X -H y .=sr 10 » (oc H~ l/^KVrK l/^y) = n. 



' Lettera a DigBy '20 giugno 16^8 (Wallin, loe. eit, pag. 8tf6). 
2 Nòuvelles Annales de matkématiques par MM, Terquem et Gè- 
rono, anno 1846 (lom^ V, pag. 323). 

3 iv^ |wg^. aia. 
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in cui n é un numero dato. Poniamo più generalmente in 
laogo della prima 

X •+- y «asm , 
inteso per m un altro numero razionale come n : dalla se- 
conda si ha 

^y -*- yy/'^ = n — opy — {/'xy , 
ed elevando a quadrato, 

2n\/''xy =5 n* -4- a?» y* — x^y — y^x •— (2» — ìjxy ^ 
onde se Xf y sono razionali sarà tale anche l/'xy. Fatto 

l/*jpy = «, 
risulterà 

z^ =xy = a:(m — x\ 
e quindi ponendo 

si otterrà 

IH IHf 



« = r7-3 » y = 



.a • 



1-4- r ' iH-r 

Ma si ha pare 
n — a?y = i/"j:y •+• itl/'y -hyì/'x = l/',a?y(l 4-t/"x^-^^y) , 
talché dovrà esser razionale anco 

ossia 

Sia dunque 

1 H-l' = mw*. 

Se questa equazione si pud sciogliere con numeri razionai^ 
si determinerà' i^ e se ne dedurranno x e y razionali. Preso 

mesto, 1 = 3, « = », 

risulta i . 

X,:=.ì , y = 9 , 

e perciò 

n = 24 : 

laonde per questo valore di n il problema é possibile. 



( 87 ) 
2.® Risolver le equazioni simuNancc 

Qaesto problema appartiene come si vede alla teorica de'con* 

grui. Fatto ^ . 

t * '• 

j? = — , 
u 

con tj u interi e primi tra sé, si avrà 

e t sarà impari, u pari, poiché altrimenti il primo membro 
di queste equazioni avrebbe una delle forme 

4A -+- 2, 44-4-3 
che non convengono ad un quadralo. Si trarrà da esse 

ponendo 

quindi per le formule dé*iriangoli rettangoli^ si avrà 

e niy n saranno primi tra sé l'uno pari, l'altro impari. Bi- 
sognerà per soddisfare alla seconda porre 

m = />* , n =5 5jf* , 
onde 

^^ = |>4 -h 25y4. . 

Se si sappone p pari^ q impari, questa dà 

avendo ^q^ la forma 

sarà r impari, « pari, e dovrà farsi 

e perciò 

5?' = ^'4 - 4m'4 , 

equazione impossibile perché fatto 



darebbe 
e qaindi 






2<'"=r'*-4-5«^," ... 

dove esseodo r*, «*, <* impari, il primo membro avrebbe i« 

forma 

2(4* -4- 1), 

e il secondo la forma diversa 

2(4* -t-3). ' . 

Sia donqae p impari e'q pari: si fari 

j»»=r' — »S %*=2r«, 
sari • pari, r impari, ma non si potri sapporre 

fl = 2<V, r = 5r, » = 2tt'", 
perché ne risalterebbe 

p' = 25t'4 — 4u'« = (St*» -f- 2«'')(5<" — 2t«") , 

5<*-»-2tt", St" — 2tt«, 

dorrebbero esser dae quadrati impari, mentre avrebbero l8 
forma 

ovvero le altre 

8A -h 3 , 8& + 7. 
Si sapporrà dunqae 

e 'si otterrà 

p* = f* — lOOu^ , 

equazione simile alla precedente fra I, u, v, e che potrà si- 
milmente trattarsi; ma sarà 

e però 



u'<Cu 



Continuando si troverebbe 



tt 



n 



u\ 
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u"'<Zu"j ecc. , 
e si avrebbe cosi una serie iofinita di nutneri interi decre- 
scenti ti, u'f u"f • • • V il ^^^ ^ assurdo. Si coDcIada che la 
questione proposta è impossibile* 
3«^ Equazioni simultanee 

Paltò 

z =10 — J? , 
se ne trae 

y = z\ («^— 5)'-^-Jr — 10= 0; 

ora 4<ii segni che prenderà il primo membro di questa equa- 
zione si conoscerà che le sue quattro radici sono comprese 
tra —3 e —2, —2 e —1, -Hi e -*-2, ^-2 e h-3 , e cbe 
quindi esse sono reali ma irrazionali. H problema è dunque 
impossibile con numeri razionali* 

4.^ Equazione 

x^ = y^ -+• ah 
La sua impossibilità costituisce ia proposizione negativa di 
Fermat, che abbiam dianzi accennata , e che fu dimostrata 
da Eulero ^ 

5.^ Equazioni simultanee 

a;HiSf=10, h-^ = y. 

y X 

Eliminando y si ottiene 

aj' -- (10 — a?)> — .1) = 0, 

equazione di terzo grado> le cui radici sono comprese tra 
1 e'2, 7 e 8, 13 e 14, e quindi sono reali ma irrazionali. 

X Vedi i suoi Elementi d'Algebra, Parte seconda. Gap. XV , art. 
243 (Lyon, an. 3;, t. If» p. 343). Osservo nondimeno che questa dimo- 
straiione non è in ogni parte completa, essendovi ammesso e non ri- 
gorosamente dimostrato, cke la radice cubica di p^ -(- 3ga debba sem- 
pre avere la stessa forma; convien ricorrere ai Novi Comm. Acad. Pe- 
trop. tom. Vili (anni 1760 e 1761), pag. 105, ove Eulero dimostrò 1' 
indicata proposizione ausiliaria. 



] 
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6.° Tre quadrati in proporzione continua la cui sooima é 
un quadralo. Si atra 

x* -4- a?'y* -f- y^ = «* , 

e si potrà supporre che a?, y siano due tiuAneri interi primi 
tra sé , de'quali Tuno dovrà esser pari e Taltro impari. Sia 
impari y : ne dedurremo 

3y4 = Az^ — (2 r* 4- y^f — (2zH-2x'-f-y*) (2x -2x*~y*) , 

e fatto 

risulterà 

2« =fc: (2r* -f- y») = p4 , 2^ :;: (2r* -f- y*) = 3y 4. 
Presi i segni superiori si avrebbe 

2(2«'H-y')=/)4._ 3y4 , 

dove il primo membro avrebbe la forma 

2(8* -4-1), 

e il secondo la forma diversa 

16ft— 2; 

si prenderanno dunque i segni inferiori, e si avrà 

2(2a:» H- y*) = 3y4 -^ ;,4 , 
ossia 

\x' - 3y4 - /)< - 2p' q' = (32» ^- p')(g» - p\ 

sicché dovrà essere 

jT -i- p =1 •ic" , y - f = 2y" , Sy" -H p' = 4*'% 

^ perciò 

ossia 

a;'* -t- a;" y'" -1- y'4 =s «» , • 

cqaazionu simile alla propotila. Di pi ù, essendo 

y = p,=/,(j;"-4-y"), 



y' < y . 



onde pel JMritteipio g4à ric^i^ata al pr^leina 2i° si coikiltt^ 
derà che anche questo é impc^sibile. - ' 

7.'' Equazioni simultanee 

x^'*^x -f- 2 é= y^ , x^- -i- x — 2 ^ J8*. 
Posto 

y =/>•+- j » V«p — ?, 

si troverà 

a:^=/H-jf*, a?-+-2 = 2/>y,. 
e perciò 

ossia • ' , 

Questa equazione che dei^ : servire « determinar p e q^, è di 
«ecoado grado^ ma si. riduce al primo in due mo<K. Se si fa 

e quindi . . . . . 





« 


si Ottiene 




8/>9 = 4-p^ 




donde 




^- s/ =16' -=2(w-l)==- 


17 
16 


Se si fa 


* 


/>'-4=0, 





e però p = 2 ^ risulta 

onde s' i= , òpp'ui^é 

_ %j! _ 16 

il valore jTsssO produce 
1 altro somministra 

^, '■■ ,; 34 ■ 

a; = 2{;>jf— l) = |g . 

Senza proceder óltre abbiam danqaé un valor razionale e 

7 



1 



posilÀvo di T^ onÌ9 Mfve cbo ilvpi*obli9ma.6.pQ8Hbiiei i iirar. 
lori corrìspoodenti di y ;v woo ■ - > 

46 14 . 

Il tradattor francese dì Bebft-eddin, avendo trovato soltanto 

il valor negativo a; =:; — ^9 ne conchiadeva che la>^piestio« 

ne è insolubile eoo numeri raziodali e positivi (Vedi ni lu^go 
citato). 

È chiaro pertanto che dal 4.® di qaesti problemi non 9i 
può in verun mòdo iddurre che Bébà-eddiu e tanto meno 
che altri ataM più anti^ebl abbiano- ppevenvto F^rnyat n^ 
teol^mà édllnlpossibilità di spe%z«iré un «abo 'in due cubi. 

20. Più brevemente Éfì dìniosira il teorema di Leonardo 
Pisano , nion congruo esser quadrato , osserxando thè, stf 
vi fossero congrui quadraci, chianiato k^ il più piccolo di 
essi ovvero il solo di tal fatta che si determini con le for- 
mule del num. 13, si avrebbe * * 



** ;=s 4a% H^ ó)(a — *) , 

e a^b sarebbero due numeri interi primi tra té t'nnp jpari, e 
^ Taltro iM^ari (num. 13 e 15), onde st'Aedurr^be 

e quindi ' ' " " ^ ' '^ ,,,^ _ ^ __^ 

talché ne risulterebbe^ Contro àlrìputesì Uq.sil^Q cfyigrup qjf^^n 
drato k!*f assai min^lts del prjkno k^ a causa di 

A' = ^ab{a -HÌ)(a -^ ^ -« hf^ y^ *"(*" -H 9^ 

Nello stesso modo possiam dimostrtti*é;t)bcti^9sl|n '(so^gf-ub 
é doppio d*un quadrato, firfdlti.sì chiami 2k^ il solo o mi- 
nimo congruo doppia d'un quadrato : si avrà' ' ' 

2*?;;= 4ai(a >*)(« — b] , 

e rq«o del f^lk»ri a^, *, « h, *i Jf -r- 4 j^arà dQppiQ A\p,^ 
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quadrato, i tre altri saranno ^badraliv Ks^eoiR» ìHipori i: due 
ultimi, porremo 

»t» poi facciamo 

risulta rieqùsti^iotie iibpossibile 

dove li primo membro ha la forma 8n — 1 oppure 8/i-4- 3, 
e il secondo la forma Sn -+• 1 : converrà dunqile fard 

e ne risulterà . 

òtide 2)k'^ sarÀ^ cohtro ali^ipiotesi, Un avovo èon-gruòi dop|)io 
d*ati quadrato t minore del primo 2i^. 

H ^oddai^i^td df Questo dkiKMt^aeloili si ridde« ifv $o^a»<- 
zl9 irt Medfeàiifto principio, di cui bo fatto uso pei probleluf 
*!%'' é %.'' di fikifaà'eddin, e che Femiat espras^e in una Oi-» 
^r? a^ioae già citala: (/alo mimefo quovÌ9 inUf^ro non pofsunp 
tiati infiniti fh tniegris ilio nUnórtn ^ Un tal metodo di dìt 
ibostf aziono, óbe Format diabiànrva avere finalÉneote scofèrtK) 
non 8ine operosa et laboriosa meditatione^ gli pareva d'altissi- 
ma importanza: Hoc nempe demonstrandi genus miros in ariih- 
meUcis suppèditabit progressus ; e questa opinione è avvalo- 
rata dal suffragio autorevole di Lagrange : Le principe de la^ 
démmsir^tion de Fermai (cosi Lagrange ^ ) est un des plm fé" 
àonds dàn$ iéiUe là tbéotit des nombreSi et titriout don» celle 
dés noMirè^ entiérs. Notìf Éatk Inalile riferire II prti^sow^gueAle 
in ^.uì Legcndrc hn p(5rrettamcnlc spiegalo il melòdo iH 
Fermai. 



^ Diophanti 4TÌlhmeiict Tolosa 1670, pag. 339. 

2 Memorie dell'Accademia di Berlino pel 1777, pag; 140. 
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jp La mélhode dont noQS allons donner diversos applica*- 

>) tioiis, mérite- une attention particulière, en ce qa'elle esi 

D jusqn'à. présent la seale par laqaeUe oq ait pu démootrer 

» certaìnes propositioas négatives sar les puissaocea des noni'» 

» bres. Le bui de cetjbB métbode est de faire voir que si la 

» propriété doot od nie TexisteDce avait lieu pour de grands 

» oombreSy elle aurait liea également pour des noifibres pliis 

» petiU.. Ce premier poiot étabjj, la proposìtioó est démpotréc; 

» car pour que le coutraire eut lieu, il faudrait qu^uoe suite 

» de Qorobres eoliers décroissaots pùt ètre prolongée à rìn- 

» Hnif ce qui iinpiique contradiction. Fermat est le premier 

» qui ait indiqué cette métbode dans une de ses uotes sur 

)) Diopbaute, etc. » '. 

Ma o m'inganno a partito, o questo'nietodo quale appunto 

ò descritto. da Legendre fu ìapplicato aocbe da un geometra 

italiano dei secolo stesso in cai visse Leonardo Fibonacci « 

dal Qorarese Campano, primo covomentator d'Ea^ide ^ Già 

nel iiesto d'Euclide si trova espressamente ^oocialo il prip** 

cipio sopra riferito alia pvop, 33 del libro VII, ove se ne fy 

uso per dimostrare che ogni numero non prim0 è divisibile 

per qualche numero primo; vi si legge infatti ( 3econdo la 

traduzione del Z'ìmberti) : mHi^tui^r iptum b^ numerum infiniti 



^ Théorie des nofnbres, 2.^ édit, 1830, tomp If, pa{j. 1. Ali* in- 
contro non mi pare del tutto preciso il modo con cui il metodo di 
Fermat venne esposto da Eulero e Lagrange^^ poiché suppongono che 
sia necessario di bperimentare con affettive «ost ita z ioni di numeri pio- 
coli se per questi la proposrzìone sì verificbi:^ Eulero infalti vuole che 
si facciano quelques essai$ eoa numeri picAptfSsimi (Algebra, t. II, ajrt. 
?10, psig. ^59^ Vedi anche pag. 244, 302, 351, 359) ì Lagrange \uo|e 
che siano successivamente esaminati le$ pretniers nombres de la suite na- 
burelle {Mém, Jead. de Berlin, 4777, p. 140). 

a V. Tiraboscbi, Storia della letteratura italiana, tomAV^ Lib. II, 
Cap. II. Il commento del Campano fu stampato per la prima volta a 
Venezia nel 148^. 
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nwneri quorum alter altero minor est^ quod est impassibile in nu- 
meris '; e secondo il Clavio: numerus non diminuitur infinite.^ 
Anzi nella versióne coonnentata dal Campano sono posie in 
principio del libro VII quattro petizioni^ o postulati^ riportate 
ancbe nel volgarizzamento italiano del Tartaglia, e Taltima 
contiene lì medesimo principio : Nullum numerum ih infinitum 
posse diminuì ^; questa petizione è poi richiamata nella propos. 
30' de! Campano e 32-del Tartaglia che corrispondooo^ alla 33 
testé citata ^. Ora se Euclide si servi del mentovato princi- 
pio per una proposizione aETermativa e molto efcn(ieafarie delfa 
teorica dei numeri, il Campano Tapplicò atl una proposizione 
d*ordine più efevato e negativa, difìsostrata da Eucfidfe in al- 
tro modo, e recentemente riprodotta come nu^va nei franeesi 
Annali di matematica^ cioè che nessun numero si può razio* 
nalme»te dividere ih media ed estrema ragione. Egli la espri- 
me conve segue heTrultinio de' 13 teoremi {Campani aiditio- 
nes) da lui aggiunti dopo la prop. 16 del Kbro IX: Numerum 
aliquem ita dividere ut quod sub toto^ et una eius portione conh 
tinetur aequum sin quadrato alterius^ est impossibile ^. Ecco* la 
bella dimostrazione del Campano. 

Sia diviso un numero in media ed estrema ragione, e si 
chiamino x^x' le due parti dì esso, in modo cho si a1)bia 

/*• - 1 - or»' •/*•••/•»• ,•»' 

JU I JU • Ju •* JU • Ju * 

Sarà x^x\ e ne risulterà 

O» •' *r ••' <*• • If* - nf 

ossia 

^ V.' gli Elemenli d'Euclide stampati a- Parigi nel 1516 in of^cinm 
Henrici Stephani^ cAT. ÌOQ versoi 

a Versione del Clavio» Roma 1589, pag. 93V 

3 Ediz. citata del 1516, car. 94 versoi versione del Tartaglia; Ve- 
nezia 1586, car. 134 ver$o. 

4 Ediz. del 1516, car. 105 versù; Tartaglia, car. 147 verso. 

5 £di2. del 1516, car. 127 recto* 
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falto X — a! ^ x'\ Quindi sarà x* ^ x" ^ e se ne (ìedurrà 
pure 

/••' • /If»»' • • 1»'' • /«tv fiff' 

ossia 

y U- t'" • y •• r" • V" 

fallo a?' — x" = a/". Si avrà dunque a;" > a:"^ e si polrà 
pirQseguìre.80llraendo x^" da x" : non ^ii iiaque finis islius 
é^tractipnis quod e»t impossibile .'. Si avverla che i diJ^e primi 
numeri ar, x' si possono supporr^ non solo razionali ma in- 
Ieri, divenendo lali quando siau^ naolliplicali per uno slessp 
fallore opportunameple scello : così faranno interi $incbe gli 
a|lri numeri x'\ :jo"\ ... , e sarà diippslralo che la proprietà 
«upposia dei (lue primi deve esser comune a Inlli questi nu- 
meri interi minori» ondo nasce Tassurdo d'una serie ipfini|a 
dì numeri interi decrescenti a», af^ x'\ • . . 

Questa dimostrazione ^ riportata 4^1 Tartaglia e dai Cla- 
viu ^', il Clavio ne aggic|ng^ al^rq ()ue, simiU a quelle che fu- 
ron dale n^i citali Aqnali di ma|emalica ^: il fondamenlo 
della prima come quc*llo delia dìn^o^lrazìoqe d'Euclide ^y 3Ì 
é che |/^5 è incommensurabile; il (ondamenlp della seconda, 
ehe un nqmero pari non ppò eguagliare un dispari ^. Que- 

■ I ; I ■ ' I I ■ 1 ^ I ■ I III ■ I I , I ^— ^^Mnp 

* Ivi, car. 157 vena. 

2 Tartaglia, car. 170 verso, Clavio^ car. 204., É singplare , che 
quest^uUimo non fa cenno dei Campano mentre delle 13 proposizioni 
da lui aggiunte ne riferisce undici in cui sono trasportate ai numer i 
le prime undici proporzioni del libro secondo d^Euclide , e pone in- 
vece quest^avvertenza : Quod idem et Barlaam monachum fecisse^ a non 
nuUis est trad^tum (pag. ^96) Il monaco Barlaamo^ calabrese | fu del 
secolo XIV, quindi posteriore al Campano. 

3 iVotfv. ilnn. de Math.^ 18^6, tom. V, pag. 6^. 

4 Lib Xllly Propos. VI. Luca Pacioli fa menzione della stessei pro- 
prietà nel Gap. XV della Divina Proporzione ( Venezia 1509 , car. 6 
recto), ma per la dimostrazione rimette semplicemente alla indicata pro- 
posizione di Euclide. 

5 Clavio, loc. cil. pag. 205^ e Lib. IX, Propos. 29, Scolio , pag. 
222. 



siuiliroai coBÙie^raiiow mostra «Itrcaì più gcaeraltafieiitecho 
rcqaazione 

ossìa V 

è impossibile io numeri razionali ogniqualvolta k sia un nu- 
mero impari, donde preso k = ì scende il teorema d*lì!ucli- 

de. Si vede pure che per la possibilità della medesima equa- 
zione deve £ -+- 4 essere un quadrato, e peròch^essa é im- 
possibile se k sia doppio o quadruplo d*nn numero impari ^ 
poiché A^ + 4 assume allora te forme 

. 4(8n4^2) , 4(32n-4-5)j 
cb^ QQQ. conv^gQUQ ad .alcun quadrato s in questa proposi-* 
2ipa9 è cofopire^o il teorema di Leonardo. Pis^ivo» diii)0!>iratQ 
ai nqjn. 18* che cprrisponde airìpotqsi A = 2 ^ siccome os^ 
servii. iV doi,tis$Jio)o Principe Boqcomp^gni. 

Chiuderò questa digressione, in cui ho voluto rivendicare 
ad un. italiano del secolo decjinoterzo un metodo di grande 
importanza S notando che il ^eorcip^ dimostralo dal Campano 
si stende ad un modo di diyij^ione immagii^to dal Sig. Cbaa- 
l.es e pi^ generale della divisione in media ed estrema ra- 
gipuc^ 9h(^ $, espresso dalla relazione 

i CA!M'=:Cfi .Ci.BA.iA, 

siipposti A, B, G, I quattro punti d*nna retta \ Dà una tal 
relazione si può dedurre Inequazione 

c\kx &ciolta rispetto ad x porg^ 



^tuam^i^^é 



' Non intendo però revocare io dubbio che Format lo abbia poi 
trovato da sé solo, né menomar la l>eìlczza e difìicottà delle applica- 
zioni fatlene da queato ^eccelso ingegoot cb« io ammiro quapt*altri. 

a A per cu hi$toriqu.e, pag. 5i3. 
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ond^ ò chiaro che x^ y, z non possoner u!)8Cr tatti ad nn (enir 
pò nameri razionali. 

21. Poiché nessun congruo è quadralo, Leonardo Pisano ■ 
ne argomenta che moUi numeri non possono esser congrui^ e 
indica quindi alcuni mezzi di riconoscere se un dato numero^ 
possa esser congruo. Per quello che si dimostrò nel num. prec. 
e nel num. 19 sopra il probi. 2.'' di Bebà-eddin^ possiamo 
aggiungere che nessun congruo é doppio né decuplo d* un 
quadralo. 

Si riconosce che un dato numero può esser congruo quan" 
do dal dividere per esso un congruo nasce un quadrato ^. E 
questo un corollario del teorema del num. 15; ed essendosi 
trovato che sono congrui 24, 240 è 840, se ne deduce che 
son por tali 6, 15 e 210> e si possono immediatamente de- 
tierminare i loro quadrati congruenti ^.'Generalmente se ab* 
biasi una Tavohk^ in cui siano registrati i congrui che si for- 
mano coni quadrati coi^gruenti interi , bisognerà che alcuno 
di essi diviso pel numerò dato produca un quoziente qua- 
drato. Si potrà calcolare una Tavola àiCfatta mediante le for- 
mole Jet num. 15; ma la forma più commoda parrebbe quella 
di' registrarvi in luogo dei conj[rui quali risultano i (oro quo- 
zienti pel mas.simo divisor quadrato di ciàscunOi e scrivere 
allato aJ congruo^ cosl^ ridotto la, radiq&dél ^uo secondo qua- 
(jbrato. cof^rueqte intera p rotta ; allora anche il dato numero 
si dividerebbe pel massimo suo. divisore quadrato e si cer- 
cherebbe poi ii quoziente fra i congrui della Tavola, senza 
dover fare altre operazioni. Basteranno quindi le formolo più 
semplici del num, 13, nellQ quali anzi si potranno pera e b 
sostituire. soltanto vabri primi tra sé, Tuno pari e Taltroim- 



'. '*■ Pagi 98. Quare subintelligilur. 
^ Ivi. Sed omnis nutnerus, 

3 Vedi una mia lettiera det 18 aprite e una Nota del Princ. Bon 
compagni negli Annali di Se. mot, e /Is., Aprile 1855. 
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pari : tanto é langr cbc si abbia bisogno come pensò il Cos- 
sali d'introdurre quantità incommensurabili. Così i congrui 
saranno dati dalla espressione Aab(a + b)(a — 6) , o anche 
ub(a + b)(a — b) divisa pel massimo quadralo eh* essa con- 
tenga. Eulero seguì norme simili nella formazione della pic- 
cola Tavola da lui posta alFart. 226 deì\a. Seconda Parte delìsk 
sua Algebra ^; egli diede altre Tavole di numeri della stessa 
forma ab(a^ — b^) nei volumi dell' Accademia di Pietrobur- 
gO ^ Quanto alle Tavole già mentovate del Gossalì e del 
pacìoji, dividendo ogni congruo pei massimo suo divisore qua- 
drato si troverà che nella tavola del Gossali ^ restano sol- 
tanto i, congrui 

5, 6, 14, 15, 21, 30, 70, 210, 231 ,330, 390, 546, 
e che quella del Pacioli 4 non presenta oltre questi se non 
gii altri due 65 e 154. 

I limiti della Tavola nei quali converrebbe cercare il dato 

numero sarebbero abbastanza determinati, qtiaodo si volessero 

soltanto i congrui di quadrati congruenti interi, compresi 

nella formula 

n = ^ab{a -+-. i)(^ — b). 

Essendo a>by si ha da questa formula n>K86^, e perciò 

1 c^ 

2 

di più, non essendo a*— A' minore di ' 

a* — (a — l)^=2o— l, 
si ha 

... n>.4a(2fl — 1) , 
ossia . 

a 1 1 1 I // n l \ 

» T. U. p. 290, 

2 Novi comm.y t. XIX, p. 125, Ada, t. W^pars 11, pag. 101. 
^ Op. cit. T. 1, pag. 126. 

4 Summa^ Dijjt. 2% Trall. 6«, art. 5* CBosColano 1523 /pag. 46; 
^er»o). 
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e con mi^gior ragioqo 



per essere 






Si può s^QclLe trovare an Jinnite iaferlore di a» poiché n ri- 
sguardato cannj funzione di b che varii in modo continuo 
mentre a resta costante» gode d'un massimo corrispondente a 

i =r -4— onde 
k^3 



n <^ 



"■ - y)' 



l/3\ 3 

come si verìfica anche immediatamenle a csmsa di 

w(«--?)-"=M'-7l-)('-;3)y 

e quindi 

^ - • 

Ma volendo i congrui eziandìo per quadrati congruenti 
non interi, non si può determinare quanto debba esser prolun- 
gala la Tavola per contenere un congruo dato n sebben pic- 
colo; e infatti le Tavole del Corsali e del Paciqll dove 1 con- 
grui giungono a quattro e cinque figure non presentano i 
congrui assai piccoli 7 e 13. Può quindi giovar meglio in 
pratica un'altra regola di Leonardo Pisano^ cioè che un nu- 
mero è congruo se trovisi esser uno de^quattro a, i, a-i-6, a — /), 
e i tre altri ^ian quadrati '; egli cita l'esempio del ^congruo 
7 che corrisponde ad 

a = IC, * = 9 , a -f- ó = 25, a — b=zl. 
^ Pag. 9y. Fel si ipse fuerit. 
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Congiangoncio a questa la regola precedente si dirà obe ila 
numero è congruo se dividendo per esso ano dei quattro 
ora delti si trovi un quadrato, e i tre altri siait pare qùaHi^ati: 
così espressa la regoia sarà generale per tatti \ congrui che 
siano numeri primi, se a e & sìàoq pvimi ire iéf Vwo pari e 
raltro~ impari,, ppichè i quattro fasori €^ 6» arf- A, a -r & sa- 
ranno tutti primi tra sè^ e il congruo n dQvendo eguaffliafc 
il loro .prodotto diviso p^r un quadrato ed essendp numero 
prìmp, dividerà uno di essile il quoziente e i trp allri fattori 
saranno quadrati. 

Si esaminò nel num. 16 un caso di questa regoia, suppo- 
nendo 

. ' i 
Se poi supponiamo 

onde . ' ». 

saranno f e g \ catèti d'un triangolo rettangolo, e però Puf" 
tima equazione darà 

ossia 

Pariment'e, ponendo j 

a==f^^ b=g^, a -4- *=«= nA"", a — *=*% 
si ottiene 



-e quindi 

cioè 



2fi -4- 2«4 =■«*?, 

r4 Wr 6if^s^ tH «4 xrx llA^ 

Gonvien notare che inavibedue i casi r e s saranno 1' uno 
pari e l'altro' impari , e che quando n soddisfaccia ad uat^ 



oppure 
eìod 
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di taK equazioni sarà fingilo determinare i auqi quadrati oon- 
grueoti. , . , , 

: Resta il caso di 

<t SSL f f b ss fig, y . a •4-' b sa A* , cr — — 4 s= 4^, 
ma ne discendono le equazioni 

che esprìmono soltanto dover n essere congruo, e non pos- 
sono aiutare alla soluzione det problema. Si può per altro 
prescindere da questo caso ; anzi se n è un numero primo 
e non si trovi compreso in alcuno dei casi precedenti y do- 
vrassi conchiudere ch^esso non é congruo, rìsuftando da que- 
sta ipotesi che nessun congruo vale n volte un quadrato. In 
fatti sia se è possibile 

ny* = 4aó(a -f- b)(a — 4) 

il minimo congruo di quadrati congruenti interi egu.ìlc ad.n 
volte un quadralo : non ammettendosi alcuno dei casi pre- 
cedenti, ed essendo n numero primo, dovrà dividere 6„ e m 
avrà quindi come dianzi 

e insieme 

« 

onde ng"^ sarà un altro congruo di quadrali congruenti inte- 
ri, eguale ad n volte un quadrato, e tuttavia minore di nq^j 
iJ che è contrario alla supposizione* 

Possiamo da ciò inferire che il numero 3 non è congruo,^ 
perché non potendo dividere una somma di due quadrali 
primi tra sé come sono, r^ •+• «* e r^ -+- 4*4 ^ non è compreso 
in alcuno dei tre casi precedenti. E cosi dei primi dieci nu- 
meri, sono congrui solamente ì tre 5^ 6, 7. 

Ma più generalmente diremo^t che nessun numero primo e. 
della forma 8m + 3 può esser congruo. Imperocché un tal 
numero non sarà divisore delle formule 

H -f- «4 , r4-+.4«4 , 
né di 
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quaato a 

avendosi 

ri - 6rV + «4 = (r' - 3«')' — 2(2»'')* , 

6rV _ r4 — ,4 =, (r' -l- $')' — 2(r» — t')' , 

quella espressione della forma i* — 2u'-avrà (atti i suoi di* 
visori della stessa forma, e però i suoi divisori primi avranno 
una della forme 8m =t: 1 e non là forma 8m -t- 3. Quindi 
11, 19, 43 ecc. noQ possono esser congrui. 

Perchè un numero primo n della forma 8m •--'l sia cpn- 
gruo, bisognerà ebe possa verificar T^quaziono 

Il valore n =7 corrisponde ad r = l, «=2, t =s 1/ 
Quanto all'equazione 

r4 '«j- 6rV -h «4 = nA% 

il cui prjmo membro si mette sotto le due formai. • 

si vede che non sarà possibile se Lutti i divisori primi di n 
non abbiano la forma 8m 4- 1. Preso r= 1 , 5=2, h = ì, 
si ha n ==? 41. 

I due casi di /''' — j'^ = nF , e /"^ -|-;y^ = «A^ si possono 

. A ^ gli 

comprendere in un solo supponendo che sia un qua- 

.«'..■ 

drato: anzi questa è una proprietà generale de*eongrui> poi* 
cbò avendosi (nnm. 17) 

le formule de*triangoli rettangoli danno 
e quindi ^ 

.onde fotta a$traftioae\ da unfaUore quadrato> ogni congruo 
n è la differenza di due biquadrati r4 — «4 ^ e così può^n- 



♦ 
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che dderminarsi per mezzo 4* una Tan>ld , quale sì trova 
nell*Algebra d'Eulero S di tali differenze, che offrono se iiQii. 
erro la più semplice espressiona algebHor de'congriii. Posto 

r-f-i=:a, r — « = j3, 
sì ha ' 

4(rit - ,4) c=: 2^(«' 4* ^) , 

e quindi i congriu saruo compreai iandhe neU'^apresaioBfe : 

Si Vdde péi*(^ntò che non so(o Pareà d*UQ triangolò rettangolo, 
ma eziandìo il prodotto dell* ipotenusa per ùrt catèto è ud 
cbdgrbò. t>al quale principio desumeremo, cbè nessuna delle 
formule 

a;4 -+- 4y4 , aj4 -f- ^4 , a^ M- 25^4 , a^ H- 4n*y4 , 

a:4 — y4 , £ (.«4 ^ Àyi), dt (x4 — lOd(/4), =t:fa:4— n*y4)^ 

può mai rappresentare un quadrato ^, se n denoti un nu- 
mero primo della ióttna 8m-h3 , perché altrimenti si avreb- 
be un triangolo k<ettaogolo, là etti area avrebbe' nm déllb 
forme 

V ' "W, 2(f)',; io(|)\ «(^y)», ; ;; 

ovvero in cui Taccennato prodotto avrebbe le formo oquif a- 

lenti .:,>'}.'. 

(sy)% %yr. 10(flfy)% n(xy)f, 

e quindi sì avrebbe un congruo quadrato, oppure eguale a 
ètte, dieci^ o li volle uà quadrato^ 

Dalle cose precedenti e dal num. tB si dedutoitllcesi ciie 

sono congrui tutti i numeri contenuti nelle formule 

Il I ■ . I. . ■ I ■ Il I ■ .1 ■ I I I .1 .1, . I. 

1 Tom. II, Gap. XlV, art. 235, pag. ^{*ì, 

2 La dimostrazione che ha indicata Le^ertdre relativamente alla for- 
mula af4 — y4 {Théorie des nombres, n.® 325, T. U, pag. 4, Corollairc) 
sembra applicarsi al solo caso di x impari e y pari, e non comprender 
quindi il caso di ^ e y impari entrambi. E anche imperfetta quella che 
«4 legge nel ^tiriiàli»^ W^^liéi 4Jn»é(UM d$ .MaihématÌqU€9 , "Som. V , 
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onde qaeste espféssiotii oon caratino mai eguali ad utì ^ju-a-* 
Arato, Bé àliìt-odoUD d^tio quadrato {)ér % o pei* 10, 6 pi^f 
M nuMero ptiroo 8m -m- 3. Sttniitnetite h fornitile 

r%^ 6rVW- «4 , =±= ^(r4 — érV 4-' s^},''''' ' ' ' 

supposto r + « impari, DOQ ràppresentauo mai up, quadrato. 

Si scorge ad un tempo come la teorica dei congrui sia in- 
timamente colle^ala. ad una delle dottrine più studiate dell' 
Analisi indCrterminata, quella.de* triangoli rettangoli nume^rir 
ci^ per modo che si possono ai congrui trasportare molte delle 
questioni di Dio£anto e de'suoi Commentatori, e trovarvi de- 
terminati molti congrui coi loro quadrati congruenti. 

22. Le regole del ti bottacci non porgono la soìntìoiit 'di- 
retta del difficii prublen^a di trovar i quadrali congruenti d' 
un congruo dato % al qual fine sono da scioglier^^ji l^fq^aT 
zloni cubiche o biipiacff^tfche de] iram. 17« Ltigrange mostrò ^ 
che la risoluzione deirequazione 

x4 H- oy4 = 2^ 
si può far dii)endere da un'equazione della flessa forma dove 



' 1 Noti ì$ó òbm& il Pacfòli d)c(ii]E(fì pia fàcile li probleoia espresso 
dalle due equazioni ' ' 

quando m sTa diverso da n. EgN d?ce : .^ . . "'« tratta una quantità e 
giuntaci un*altra diversa quantità, de simili si dà regole generali e a 
tutte servono come iqui seguente intenderai purcliè la quantità 'sìa Và- 
rtà qudfa' che ^1 avÀsi( ^ gitmgeré ^ i|u'éllk che ^i aVèssi^ a bature. Ma 
giungendo e traendo una medesina quantità, hoc opu$ hic labor est n 
{Summa» f)ìst. l», flraltr 4% Ari. é\ p, 13 versa ). Il citato problema 
ft trattalo neirAlgebra d* EuIcjtd C*^. Il, ari» 225, pag. 236) e non pre- 
senta meno difficoltà di quello de'congrui che n'è .un caso particolare. 
Forse il Pacioìi intendeva parlare deiraltro proMema, in cui è diverso 
il quadjata xJui- dev-easgg» aocr es c iutft-da que ll o -che -dev^ ea^p diminui- 
to d'una data quaJitità, problema ch'egli, sciogli^, in fatti al lupgo ci- 
tato. Art. 9." 5s p. il , recto. ,, , « . . 7 . ; 
a Mem. deirAccad. dì Berlino» 1777, pag. 151 — 152. 
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le indeterminate abbian valori più piccoli, e indicò il metodo 
dei fattori espo9to neiraltimo paragrafo delle sue Giunte all' 
Algebra d*l^alero coinè quello che gli pareva il più semplice 
e generale per risolvere siniili equazioni^ ma le supposizioni 
che si fanno nell'uno e nell'altro metodo non sono assoluta- 
mente necessarie, e possono quindi sfuggire ad essi le solu- 
zioni di problemi sebbene possibili, lì primo può solamente 
servire a trovar infinite soluzioni quando una è nota, e però 
a formar con numeri razionali infiniti triangoli rettangoli 
della stessa area, questione assai più facile benché proposta 
da Fermai come una delle più ardue %*e dal medesimo Fer- 
roat risoluta nelle Osservazioni a Piofanto ^. 

P 
> Sia Xs. s= -^ una prima soluzione dell'equazioni 

e si faccia 

2 2 3 2 2 2 

1 

sarà -7- nq^ l'area d'un triangolo rettangolo^ di cui 
4 

saranno i cateti e l'ipotenusa. Or seguendo il metodo di Fer- 
mai si ponga 

u\ j3', 7' /saranno i cateti e l'ipotenusa d'un nuovo triangolo^ 
rettangolo d'area eguale a qi](ella del primo^ onde sì avrà una, 

nuova soluzione Xj = — , ossia x^ =» —7- ponendo 

q q 

/ = 2y7(a^ — i9') = 2psrr5. 



T— • 



1 Lettera al Carcavi. Fermat, Fatia Opera mathematica^ p. 178. 
* Lib. V, Qoe»t. 8. Tolosa i670, pag. 220. 
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Qaesta solnzìoiie »i verifica iminediataaieQle per essere 

e quindi 

/^. ± nj'^ ==:r454 V 4» pVidb4n/yV"*^ = (r"«" dt 2npyr«r. 

I valori di p' e. ì/' mostrano che p' t> p j q ^f> di più» 
se n sia privato d*ogni divisor quadrato, si potrà supporre 
jp' primo ad nq^ e perciò ad r e « , p impari e nq^ jiari 
(num. 15), e allora anche p^ e ^ saranno primi tra so, p[ sarà 

p' 
ìmpari e q* pari : dunque la soluzione x^ "== -^ sarà effel- 

y 

tivamente diversa dalla primitiva x^ --^ — • 

Fatto similmente 

p — nq =r, p H-wy =» , 
si prenda 

f =p'4 H- nV* , ?" = 2p'jVV j 

si avrà una terza soluzione x^ = ^—, da cui si . dedurrà 

una quarta, e così via via, e poiché i numeratori é denomi- 
natori dei valori di x^ andranno crescendo e sempre saranno 
primi tra sé, tutti questi valori saranno diversi Ton dall'al- 
tro, talché si avrà realmente uA'infinità di soluzioni. 

II metodo di Lagrange conduce alle stesse formule '. Fer- 
mat menziona al luògo citato un altro metodo che applicò al 
caso di n := 6 e che fu esposte dal P. Billj ^. 

' Con esse àccordansi pure quelle che il signor Lebesgue ha date per 

una questione più generale nel Journal de Mathémaiiques, tom, XVlIIy 

pag. 85 (1853)1 

' Uocirime anai^iieae inventum navì^m, fMte 1«, n.* 38 (Diofbn* 

to, ediz. cit pag. il). Si pone Z un cateto, 4-hN Taltro, 5-hNI l^i- 

3 
potennsa, e dovendo render un. quadrato il sesto dell'area r- (4 4- N) , 

■« > * 

ae ne^eduoe 4l4— ^ iO^^-H 10< -*-4f= u'; quindi s^ aoslittiisce il va- 

8 



f • 
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Si possano linch^ Mar 4e foitimle djite«4i^ E siero ^ per 

< l'equastoi^e 

a -f- ejc4 = z* 

applicandole alle equazioni (num. 17) 

Se rkU)rresi air cf^ttftzicme {stesso trom. 17) 

f*. sì 6ii|ipone nota una scrfatiòse w^xap^ ^ ^=9 9 faoend^ 

iri3t)»^:.y si otterrà 

nj»^ (3p» _ 1) y ^-3py -h y5 = «z» , 

indi ponendo 

sostituendo e annullando i coefficienti dì y e y^ , si ' deter- 
mineranno a e ^ e si troverà una nuova soluzione. 

Nella quesUon precedente è. copipresa la risoluzione delle 
equazioni 

che furono pur trattate da Eulero ^; e allo stesso genere di 
^roblérài àppairtengono quello di Perini ed Eulero sópra 'i 
triangoli rettangoli le cui aree devono avere una ragione 
.data ^9 e Taltro, sciolto da Fermat ^, di trovar due trian- 
goli rettangoli io modo che il prodotto dell'ipotenusa per un 
cateto djBiruuQ sia in ragione data al prodotto corrispondente 
deiraltro.» 

lórétt7=Èl''H-oef+|Ì,esi'][>ohgoA DuHi Dèireqdaaiótì rUultàtitie i còeffibtèYì- 

. ,. - •»»««. v^*ft .% Vt «6Dd.30460: , 4 ,. , • 

ti di t^ e P, Il P. Billyaa N=z:— : ma è sbagliala nel numerato- 

' ^ 216S0409 ^ 

re la ^nultìma cifra, che invece dì 6 deve esser ; fatta questa oor- 

retione e divisi ì dòe termipi per § , si avrà più semplicemente 

<Ì7è81M)0 ■ . . Ì«49 

N a= -». ; d'altra parte risulterà t = • e 4Mn xiuesti 

2405601 ^ 560 ^ 

-tttlt^i'éi «roTtiratitio f^ I»t( del tH^tigolb gfì iM^èéi >h^iltl«H \dati da 

FeiriiiiKt. ~ 

1 Elementi d'Algebre, Tom. 11» Ch. IX, art. 138, pag. 162. 

? Nom aornm. MotBd. Petr4p9lj, f, XIX^ pag. 126; T. XV41» p^gb 
65; Jeta Atsad. Petropol,^ T. 11, P. Il, pag 96. 

3 ami comm* jieaé.:PeÌiH>pei,i T. IIX» f^* iS9, ISO» 9M»fiMito>» 
Lib. V, Quest. 24, pag. 249 (edizione citata). 

4 Ivl^ Quest. 25, pag. 251, 
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SOPRA TRE SlCRITTI DI LEpNARDO P(SANP 
PUBBLICATI PA Ba BQHCOWPACNI 

NOTE ANALITICHE 

DI AJNGELO GENOCCHl 

; . V. . . ., 

Questioni diverse intorno ai numeri quadrati. 

JL asso ad altri problemi e teoremi del JLiber quadratorum» 
23. Risolvere ' Tegiuiità duplicala 

a , . _ 2 2 _^_ 2 

Siir .& Jio cpugrao, e /» y% A"" i w^tre quadc«>ti Qongitueik- 
li : si prenderà a: = — . . 

lofatli essendo 
De seguirà 

' ' • ■ ^»^^ H msmm • ' ^ ■ - ^i^ *• ■■■■ ^ 

iC ■ K K K 

e quindi 



Bicbi«nando (le -£»rDinie -del nnin. 15r si avrà 

ed è queala. s^ppunU la. sol obliane che Irovò JEalero jiei .Nàti 
CofnmentarH deirAccadeo^ia Ai Pietrobm;go. "^^ Uìxid^vkdo h 

ì 

proposto equazioni per ot^^ e ponendo ac' = — , si ridurrà 

oc 



^ Tre scritti fpsiQ. 9d: J^oio] invenire. A j^aq. ÌSI9,.lin. 7, dove «5 leg- 
ge : « ergo zi, ei similtter », si deve corrèggere sostituendo: « ergo zi 
est 1. Siraniler .„• ' . 

a T. XIX, pag. 121—122 $. 15 (anno 1774). 
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il proUenia ad un'altra qoestioDe trattata da Bolero S e si 
.vedrà che la solanone é par cònroroie alla precedente. 
24. Risolvere ^ f egualità duplicaia più generale 

x^ -t- mx = y* ^ x^ — mx -= z\ 

Sì rìdorrebbe immediatamente ni caso parlicdare già sciolto 
jponendo x =mx' e dividendo per m' : Leonardo Pisano con 
|in raijocinio simile air esposto dimostra che si otterrà il 

.chiesto valore di x dividendo g^ per — kj onde x = •^. 

ficca indi Tesempio di J; =? 24 , y = 5# 

Questa specie d'egoalità non si trova risoluta da DiofantOi 
nò per essa vale Tartifizio che ordinariamente egli asa per 
render quadrati due numeri delia forma ax* -+- bx ^ e (Ve- 
di Lib. Ili, qoest. 2Q e 21). Ma divise perx^ le d^ie equa* 

\ 

^ìopi proposta B fat^Q x' = — risulta un^^Ura egqalità du- 
pli cata» che può trattarsi col metodo insegnato nella quest, 
45 del Libro IV per render quadrati doe binomi! ax -4- e', 
hx-^e^ } si può inoltra ricorrere ad un altrp particolare ar- 
ti^zio che Dìofanto adopera nella quest. 13 del libro VI , 
chiamaqdo f^ un quadrato ^ \, popendo 

1 
ppde ap= — 9 e rendendo poi un liuadrato la espressione 

if 

]£sia il numeratore 1 — u = 2 — t^ ^ la qual cosa può ese- 
guirsi per mezzo del lemma della quest. 12 dello stesso li- 
JDfo ^. Trovasi anche fu pioC^into qn prob)eipa a^ne , .ed i 

l Àlgebra, T. II, Ch. XIV, 'art. 215, pg. ^66 (Lyoii, an. 3). 

^ Pag. 100. Similiter si aportuerits 

3 V. edìz. di Tolosa, 1670, pag. 122, 123, 204, 295, 297* 
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la questione 31 del libro Ily in cai si vuole ' che ocy ac- 
cr^sciato o diminuilo di ^ -H- y produca sempre no quadra* 
to^ talché se a; e y siano eguali, m avrà il problema di Leo- 
nardo nel caso di m =z=: 2, Ora il metodo de lui seguito con^ 
duce geneiralraente alle formule 



x=^nt , y =- —ij 2pqt = n -i- ^ ^ : 

ì se dev*ésserc ce =±i y, sì avrà 

n =p -i-y , 
e per conseguenza 

H II 

" P9 ' ~P9 ' 
valore conforme ai' precedenti per essere fi, p, q i làli d'iinf 

triangolo rettangolo. 

25^. Differtnzt nétte serie di iHimeVi* quadrati. Siano tre qua- 
drati impari consecutivi , x^ il minore ^ y^ il medio', z^ i\ 
maggiore : si avrà ' 

3 a o< • 2 a 

js^ -- y == 8 -i- y — x\ 
Poiché essendo' 

y — 37 = 2, J5— y = 2r 
ne segue (nom. 3) 

y — a?' i=i 2(y H- a?)f «"" — y* = 2(« -♦- y), 
e perciò 

z^-y^-(y^ —X')=2(z—X). 

Ma 

2 — X = (j8 — y) "4- (y — ir)*= 4 ^ 

dunque 

^' ~ !/'- (»' - ^') = 8- 
Quindi desume il Fibonacci ^ che nella/ pfogrèssioiie de* 
quadrali ìmpari dove il secondo termine 9 supera il primo 



I I I I l'i 



' lyi, pag. 93. 

2 Pag. 101. Omnium trium quiadmlorum. 

3 Pag. 102. Ei quoniam teeundu9^ 
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1 di 89 U difTercnza Aa un terume al seguente ascenderà 
di inaao i» mano a % 8^ 3. 8^ 4. 8, ecc. La stessa dimoslrli- 
zrnie ▼«!« per tre quadrali purfr ma ì dot più fi4ceìoli qua* 
drali pari sono 4 e 1& hi^ cuf 4)Soreftza» é 12; dunque, pr^ 
cedendo, ^ii terzo quadrato eet^èerh il secondo 4i 12 H^ 8, 
il quarto eccederà il terzo di 12 -H 2.8, il quinto eccederà 
il quarto di 12h-*3-8, ecc. Ma pud ancbe dirsi che il secondo 
quadrato pari supera il primo di 3. 4* il terzo supera il se- 
condo di 5. 4y il quarto supera il terzo di 7. 4 , ecc. Ge- 
neralmente * nella serie 

*% (2*)% (3*)% (4A)% . . . 

il primo termine è Jl% il secondo aggiunge al primo 3F, il 
lerko al secondo 5A^y e cosi in infittilo giusta la progressione 
de*numeri impari. Il che deriva eziandio, dal principio pel 
quale la differensa tra due quadrati coasecutivi o^, (a+l)* 
i 2a-+-l (nani. 3). 

26. Risolvere ^ Vequazione indeierminaia 

Ho parlato altrove ^ di questo problema. Aggiungo che 
oltre alla soluzione particolare data nel lib. ti, quest» 20 , 
Diofanto usa ott metodo piii generate nei tib. IV quest. 45 
per un'equazione della forma 

il qua! metodo è applicabile) ^ caso nostro 4; d'altra parte 
avendosi 

«jj* =-L (o -f- i) y* — 6j;% 

osèia 

• • • % * 

W»***i^*^— A^« t llr n *.*» M ■.i« l t.t«i.. M >ll.É w M. M ..J ■ I if^.lil ì lll 1 I 

■» Paj. t08. Et rtr invénitur. 
* Pag. 104. Folo invenire. 

3 Lettera a D. Baldassarre Bòwe6tii)>agiìi, '2 nag^po f ftSCk 

4 Diofanto, ediz. cit.^ pag. 01 «'M9i.* 
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ed essendo 

a{a -I- ó) — ab ssa a* « 

il problema cade nei lemiua della qpcstìooQ 12 del Libro VI| 
che insegna a render quadrato A^' -f* B quando A H<^ 9 d 
quadrato '. Ma siffatti metodi guidano a valori solamente ra« 
zionali : Leonardo volendo ottenere direttamentesotuzioni in^- 
tere, distingue vari casi secondo il valore de' numeri u, h 
che si suppongono interi e primi tra sé. 
1.' «a ' 

Si prendano gli « -V 1 omneri impari che ' segqofio l' c^Qit^ 
3> 5t * • . 9 2n-4*3: basterà tare 

X tr72n — t, y=2n-+-l, «xrs^H-3, 

poiché la differenza js' — y^ eguaglierà b xS e la diSeren- 
za y* — x^ eguaglierà (b — 1) X S.ossia ax8 (num. prec). 
2." Sia 3 

a =5 2n — 1 , b =2n -H 1. 

Si potrà prendere 

y = — j— X2, a?=:y — 2, jK=ia[y4-2, 

poiché y^ ossia (2n)' sprà il termine n*®^^^^ pella progres* 
sione de'quadrati pari, a:' e z^ i due termini cpU^t^rali , e 
quindi ;?* — y' varrà (3n4-l)x4, j/"*— x' v^rrà (2n— l)x4. 
Più generalmente si prenderà 

M ' I J i'I M t 'I H ' |l I i n . | ■ « pa n « f ■■■■ '■■■ Il I ■ ' Ml fi Mm ' " M ■ »' W ' J ■' " "" ^ 

1 Iviy pag. 29tf. Veramente Diofan^ suppone che J^ ^B siano po- 
sitivi^ ma la sua dimostrazione vale anche nel caso in cui uno de^coef' 
Hcieuti sia negativo. 

2 P^g, 103. Sin^ primum continui, 

3 Pag. 105. Sint primum coUateraies impares. 



1 



xssm'', y = Pf ;8 = «^ 
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considerando la sorie A', (^^)^9 (3A)^ , ... , di cai x^^ y', &' 
saranno i termin» degl'indici f»-^l , n, n-H 1* 

3.** Sia » 

a: b ::m^ :n^. 

Si faccia 

e si prenda 

Infatti si avrà 

m* : II'" : : x* : y* t />*?•* y' •«' > m* : p ; i n* : j ,. 

e perciò 

m* : n* : : 1?* : y' : : y* : «* : : y* — x^ : z* — y". 

4."* Se nessuna si adémpia delle riferite ipotesi , terrassi 
h vìa seguente *. Poiché -il quadrato impari (2a -4- 1)' sir- 
pera di Sa quello che immediatamente lo precede, si cerchi 
un quadrato impari che superi (2a -+- 1)' dì Sò^ al qual fine 
coaverrà si possa determinare n in modo da rendere eguale 
a 6 la sOmma della progressione 

a-!-l, a-l-2, a'+«3,...a-f-n: 

quando si trovi un tat quadrato, che sarà (2a + 2n + 1)', 
sL potrà prendere 

x=s:2a — 1,. y = 2a-^l, jk ;=2a-h 2» -h1. 

Ciò pertanto si riduce a vedere se (2a-f*l)' +8Jsìa qua- 
drato^ e dove sia tate, a prendere la sua radice pel valore 
ifi z. Se il richiesto quadrato non si trovi, si rinnoverà lo 
sperimento sostituendo ai numeri a e b due loro equimulti- 
plìci ha e kbf e provapdo di mano in mano A = 2, 3, ecc. 
Se infine alena valore di k non conviene airintedto, si sup- 
pongano presi a numeri interi consecutivi, di cui sia h +1 
it primo, A + a rultiroo^ e si rappresenti con ka la loro som- 
ma; indi si detiermini n in guisa che si abbia 

• • • • 

X Pag. 106. £t H proportio. * 

^ Pdg. i08. JEA si data propartio, Plig. Ili: Et si proportio. 
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(A^a^- 1) 4-(A-+-a-+-2)-+-. . . -4- (A ^ a-H n)= *6r 

il quadrato (2A + 2a -+- 1)^ eccederà (2A -+- 1)* di Aa x8, e 
il qaadralo (2A ^- 2a + 2h -H 1)^ eccederà (2A -^ 2a h- l)^ 
dì Alò X 8, onde si potrà fare 

:r = 2A -H 1, y = 2A -F 2a-»- l, z = 2A -+- 2a-+- 2in-l. 
Ma dovrà essere 



(AH-1) 
e perciò 



(A-f-a) = 2A ^ (A-H»)n ^■ 



n(n -i« 1) 

2 



= AA^ 



A= A 



n{n -Ha) 



2 2(4 - ») ' 

quindi per ottener k intero bisognerà che a sìa impari, e 
allora rimarrà che si ronda «(n-f-a) divisibile per 2(4 — n)^ 
come può farsi prendendo a cagion d! esempio n =4 — 1. 
Quando 4 — a sia maltiplice di 4, si potrà stabilire 

n + a = 4 — n , 
onde 



4 — o 



n 



E = 



4 — a 



2 ' 4 

eosV) supposto a= 11 » 4 = 43 , si potrà prendere 

43-11 .. _ 43-11 ^ 
n=-^=16, A = _^=8, 

valori usati da Leonardo Pisano ^ Questi spiega H suo me- 
todo con- esempi numerici senza dare esplicitamente la re- 
gola generale : tuttavìa si riconosce eh* esso consisto ^ nel 
cercar di spezzare in^ due parti equimultiplici di a e 4^ una 
progressione di numeri- interi consecutivi. Siano m H- n ia- 



» Pag. ili— 112. 

^' Tale almeno è il concetto ohe ni semiMra risultare natuiralmen*- 
le dal te»to (V. a pag. Ili : «ui extremum oetìipUcavi ecc.): il «gnot 
Woepoke lo ha interpretato in un senso alquanto più ampio ( Journal^ 
de mathémdtiqueSf févrAer 1855). 
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tori coDsecMliVi 

e sia ha la somma dei primi m, kb quella degli ultiai^ m 
ne risalterà 

hm -i = A:a, (A -Mn)nH ^ ^ = tò, . 

onde 

mn{m -H n) ^, , 2amn -t- an* -+• iw* 

2A=-7-i ., 2A-|-1 = ; , 

bm — an òm — an 

e questi- valori dovranno essere interi , il che si ottiene in 
infiniti modi poi<;jìè essendo A e a primi tra sé, l'equazione 

bfn — an :=s 1 
ha infinite solueioni: si pud anche fare 

msa+l, n = o, 
ovvero 

m^=^a^ n=6 — 1^ ecc. 

Dal valore di h si dedurrà 

a:=2A-i-l= T- , y=2(A4-m) -4-1 = , 

om — an àm — an 

, _ 2Am» ~ «n* -4- 6m* 

js = 2(A -f- m + n) +. 1 = r . 

©•I — an 

Avverte l'autore % che trovata una soluzione del proble- 
ma^ si hanno altre soluzioni moltiplicando per uno stcisso nu- 
mero i valori trovati di x^ y, x : imperocché le differen?:^ 
dei loro quadrati saranno moltiplicate pel quadrato d*un tal 
nuqiero, onde non ne sarà mutata la ragione. 

Si può inferirne che le riferite espressioni di Xy y, ^ sod- 
disfaranno al problema anche quando si tolga il denomina- 
tore; d'altra parte si vede facilmente che le medesime e^pres^ 
siofli debbono soddisfare per lutti i valori razionali di ni e n 



*«*i^™— •■.P"»"^P— i*^i«^iW**"»^»— ■•* 



< Pag. 110: Soltnntnt tHam^^Q, \Hi que ttiam propwrtio invi*- 

nietur. 
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sebbene x, y, z non riescano lunneri interi* Si giunge dan^ 
qae in quesla guisa alla soluzione generale già noia ^ 
27. J^enifer * egmli a nunuri quadnài U n—l somme 

Dalo ad Xi un valor particolare Uj, si avranno n— 1 equa- 
zioni delta forma : 

tl^, H- jr'a = tt^a > W'a H- ^^3 = W*3 » — «*%-i "*- OC^ n ==«•%» 

Ognuna delle quali presenterà successivamente un triangolo 
rettangolo con un cateto noto, ondo il problema riducesi a co- 
strurre con numeri interi un trilungòlo rettangolo di cui si 
conosco UQ cat6IO| e si può sciogliere mediante le formule del 
num. 1. Ora nel manoscritto del Uher quadratorum si trova 
in una nota marginalo ^ uo modo di rts<4uaione desunto 
dalla formula di Pitagora 

« * 

cosicché preso per Ui un numero impari, sì prosegue ponendo 

u\—ì u\^\ u\-l 

^2= — ,— y »2 = — 2 — I «3 = "2 — ' 

Questa soluzione particolare ò la sola ehe sia riferita dal Pa- 
cioli 4 e quindi dial Gossali ^, e il primo espressamente av- 
vene che $i tenga a mente di cominciar sempre da un qua- 
drato che sia dispari perché sopra altri non serve la regola. 
Ma il metodo che qui (.eonardo insegna ^ è più generale, e 

" ' " yi > ii n » I H f^M^a^i»» I l I I II I ■■!«■ I ■ I I p «p— ^i— **^— y^* 

I V. la oitau Nota del signor Woep<;ke, e la lettera sopra ricor- 
data 2 màggio 1855. 

» Pag. 112. F&lo ingenite. 
^ Iviy.pàg. JIT'-^Se. 

4 «SufliiMi ée aflrithmeiicfh Disi* fs TraCt 4% Ail. 9<»> 6^* (Tusca- 
lanp 1523, cari. 15 recto, 1* numeraz.}. 

5 Origine ecc. deW algebra^ Voi. I, pag. 121—122/ 

•<^9^g. 142^113. V^i le due lettens «e 17 nagei^» <^^^ » ^ 
Baldassarre Boncompagni. 
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deriva dai principio della formiieìoQc de'ifoadrati col mecio 
della progressione degrimpari, principio che somaikiisUra co- 
me abbiam vedalo (Barn. 1) tatle le possibili solazioni de* 
triangoli rettangoli* Abbiaqoo supposto allora che si pren- 
desse un numero pari oc = 2ny)q , ma si giunge alle stesse 
conseguenze usando un numero impari a==m/H|f9.poichè fatto 

si avranno s numeri impari 

r, r M- 2, r -h 4 , • •• . r -h $— ì, 

r — 2 j . r^ A y . . . r — f-f-l» 

la cui somma sarà rs = a* , e aggiungendoli alla progress 

sione 

1 -4-3-4-5-4-. .r. -f-(r ~f— 1) 

si formerà Tal tra progressione 

1 -f-3-+-5-+-. . . -f- (rH-f — 1); 
ora queste due progressioni hanno per somma 



(^') • m' ■■ 



dunque 



2 a 



«* * C-i-') = (i") 

e ponendo 

p=p'^q\ il = p'^q% 

se ne deduce anche la formula consueta 

Così risolvendo in fattori il dato cateto a ò il suo qua- 
drato, e formando con essi i numeri r e «, si determinerà 
inquadrato deH^altro <iatetocol sommare la progressióne 

1-4- 3 -ir 5 -t- ... -4- (r — f — 1). 

Ma quanto alle due prime iacogniie x, e x^ , si potranno 



prendere pei loro valori i cateti d' an triangolo réttàfigolo 
(in numeri interi) qaajsivoglia^ e sceglierli anche primi tra 
aè) riservando alla fine dell'operazione il moltiplicare, se oc* 
coirerà, per 2, 3 od altro numero i valori trovati di 

Tale è la via tenuta da Leonardo Pisano : egli reca l'esem- 
pio di j?! = 3| or^ = 4 , ojvde Us = 5 , dopo di che presa 
.$ per U9 si avrà 

e quindi 

a;% = l h-3h-5^ H (25—1 — 1) =1144, 

m% = 25h-144=169; 
sarà dnnque u^ » 13« e preso 13 per a, si avrà 

|,= 13, q~m,— l,rzi^ì^9, «a=l, 

pud e , 

j:%= 1 -h 3 "f- 5 -4- , . . "4- (169 — 1 — 1) = 84 , 



a 



u\ = ,169 -h 84 = 7225 , «4 = 85. 

è 

Proseguendo e prendendo 85 per ^, si trovano diverse so- 
luzioni perchè 85 non è numero primo, e tre sono indicate 
in Leonardo : Tuna (che dà x$ = 3612) corrisponde a 

J9ss85, q :;=m=:l, 

ed ò la sola che si otteìiga dalla regola del Pacìolij Taltra ad 

ni = 5,/i==17,jf=l, 
onde 

r=1445, 5=^=5, ar*5 = lH.a+.5^- ... -h{1445— 5-l)==72d; 

la terza ad 

m = l, p«=sl7, y = 5, 
onde 

r=289, «=25, a:'5 = l-^.3-^5^-.,.^-l289-25^1) =132! 

fHa v'ha una quarta soluzione ; bmmessa dal nostro Autore 



che si trova poo^ndo 

ms=l7, p = 5 j ^:c== 1, 

e pepò 

r=;425, f = 17, 

onde risulta 

x%« 1^ 3 H- 5 H -f. (425 — 17 ~4)= 204. . 

fìromdeiidp 

0?! = 7 , 0^3 = 24 5 

si ha Ila :t= 25 , e se sì fa 

oc = 25, m = 5, p = 5, j=l, 

* * • • 

si hròva 
1^125, «=5, ^^ =lH^3-4-5-^ ... H-(125 — 5-.lH==6ò! 

Qaesta sekl2^ioDe data da Leooardo ' non sì deduce dalla 
regola del Pacioli. 

Ma è da osservarsi che i valori di j^a , 074 , . . . Xn di- 
pendendo dalla risoluzione de'numeri «^ « U3 , ... nei loro 
fattori , non si possono comprendere con formolo generali 
quando esser debbano interi, come qui supponiamo : se ba- 
sta che sleno razionali , si potranno allora esprimere gene- ' 
Talmente benché per attra via , non applicandosi il metodo 
dianzi esposto se non a tf'òvare te -soluzioni intere ^. 

O990i*vo ancora ehe alle a tesse oHiBegaenxe di questo me^ 
todo condurrà la formula ^adoperata, dai. geometri indiani 
Brahmegupta e Bhascara 

se si prenderanno per b ì divisori di a^ : la qual concordan- 
za fu avvertita dal Prìncipe Boucompagni in una Nota pre-» 

f 

I Pag. 12i. Quos numeroi inveni. 

» yeggasj 4a cilala letlera 4 amg|^<^ 1855. 
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sentata il 6 maggio nltimo all'Accademia Pontificia do'Nuovi 
Lincei '. 

28. Quesito mihi proposUa a Magistro Theodoro domini itn- 
p^rùiofis philosopho \ Si tratta deiregnalità triplicata 

a? H- y -i- X H- a:* = l"" , ap •+• y -f- ;n- a?" -4* y* = ti*, 



a: -f- y -H « -4- a?* -h y* H- j«* = t?*. 
Per mezzo della prima equazione le ùltime due di?engono 

la cut risoluzione dipende dal -problema antecedente , e si" 
ha inoltre dalla prima 

<'>y-f-z: 

TAatore prende 

i=6> y = 8, z =24 , 

e sostituendo nella prima ottiene 

a:» ^• jj *+- 32 = 36 , 

equazione che sciolta coU'aiuto della costruzion geometrica 
consueta gli dà 

Ma questa sohizione é irrazionale : per ottenere valori ra- 
zionali 3, si osservi che . prendendo 

• t^sss^m, y=:Bfli} z=24m, 

si avrà 

a:* -f-a?-i- 32tw = 36m' , 



« Il signor Biot ha notato (Compiei retldii*, lem. XXVUlj pag. 579), 
che la formula di Brahmegupta è HoitaU, quanto alle soluiioni in- 
tere, ìiorn iD«no vh% quéttè di PitugoFA e Piatole : ciò tenia dtibbio , 
perchè Brahmegupta non ha indicato, che per ottenere le soluzioni in- 
tere si debbono sostituire à h ì Hiveréi fàUori di a^. 

a Pag. H4. 

3 Pàg, i 19: Déindit vidiamut. 



/ 
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ossia' 

^ 16 

x(x-h 1) =p — y/^» 

fallo 6iw = p. Ora geacralmenlc nna dififercnza p* — ' i si 
può ridurre alla forma x(x -h 1), supposi! p ed a? razionali, 

quando sia 

A = (2»H-l)p — t (tH-1) 

e anche t razionale: adunque basterà porre 

^p = (2i-|-l)p-.i(«-+-l), 

donde sì Irae p. Si rappresenti Tequazione da risolversi con 

a;' -+• a? -+- am == ^*m* , 



ossia 



fallo 



SI avrà 



onde 



x{x -+- 1) = p^ — Xp , 

i3w=p, ^ = ^- 

Xp = (2i-f-l)p — i(iH-l) , 



♦(* 4^ 1) t(* H- 1) 

P^2iM-l-X' *"" (2i ^ l)P-a ' y 
e bisognerà che sìa 2t H- 1 > X : si potrà quindi in infinili 
modi determinare t^ allora si avranno p ed m» e posto 

p^ — Xp = fx , 

si troverà un valor razionale di x risolvendo Tcquazione 

j?^ -4- a? = fi. 

16 
Nel riferito esempio é X = ^, e prendendo coH'Aulore 

ó 

2» -t- t p= 7 , , ■ 

si trova 

36 6 48 144. 16 . 

j,= -,m=--g-, y = -5- , . = -5-, X- ^ . 
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29. Lemmi che occorrono per la soluxione detta que$tÌQnpref 
cedente '• 1.° Se r é un numero razionale, la somma 

1 

r(r 4- 1) -4- -T- 

farà un numero quiflrate. Jjeonardo dimostra («oiraiuto d*una 

1 \* 
costruzione) che quella somma eguaglia (^ "^ ~a") * VoU> 

che ciò corrisponde ad una proprietà de'ntmeri triangolari di- 
mostrata anche da Diofanto e da Bachet . 

2.° Ogni numero della forma r(r -f- 1) é la somma d'una 
progressione di numeri pari^ cosicché 

r{r -f- 1)= 2 + 4 H- 6 -i^ . . . -4- 2r, 

altra proprietà che somministra Tespression generale de*nu- 
meri triangolari. 

S.*' Ogni numero impari 2n + 1 è la somma di due in- 
teri consecutivi n, n-f-l. 

4.** L*espressiooe 

/ — (2eH-l)/> + t(t-l-l), . 
che si riduce a p^ — k ponendo 

equirak ad dn numero ddla fiorma r(r-i^l) ; si suppongono 
py if r razionali. Infatti ^ se pon^i 

si avrà 

ma pel temma 1.° si avrà pure 

1 / 1 \* 

pq-hi(i-hl)'h-^ = pqHr(i 4- -^^ , 

1 Pag. ììb. £t Ut solutio questionis. 

2 Diofanto, Lib. IV, qaest. 44; ediz. cit. pag. 203. Vffdi anche il 
Libra De multmguUs numeris. Prop. VJIl» pag. 13 e 14 (asleasa edi- 
zione). 

3 Pag. 117. Ad quod denmietrandum. 

9 
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e a motivo di 

si Irora • 



Vi 



(••+-T) =(?-*--^4')" 



ossia per Io stesso lemma 1.% 

danqne 

p» — A=(jf^f)(jf-|-t^-l) , 

che si ridace ad r(r + 1)^ preso 

r = 5f-f.t = p — (iH-1). 

30. Con una diversa delermioazione di-/, y^ x^ Leonardo 
Pisano ^ trova altre due solazioni del problema del num. 28, 
la prima con numeri interi , la seconda con numeri sol ra- 
zionali. Stende poscia ^ il medesimo problema a quattro in-r 
cognite, ed esprime i valori razionali che lo risolvono ; ma 
di ciò tutto ho parlato ampiamente altra volta ^, riempiendo 
le poche lacune del testo e supplendo la verificazione dei 
valori assegnati alle quattro incognite, che sola mancava al 
compimento della soluzione. Ho pure ampliata la questione 
ad un numero qualsivoglia d'incognite, ed ho mostrato come 
per mezzo dì pochi e facili tentativi si ottenga nel casa di 
tre incognite la soluzione con numeri interi data dall'Autore, 
e un'altra soluzione pur con numeri interi che soddisfa inol- 
tre alla condizione di render un quadrato anche x-^y-^z ^ 
e come similmente si ottenga una soluzione con numeri in- 
teri eziandio nel caso di quattro incognite. 

Il ■ - . ■ ■ -■ 

1 Elementi d'Euclide,. Lìb.. II, Prop. VI. 

a Pag. i^^: Solvi etiam, Pag. 121: Ex quibus etiiun quadraiU. 

3 Pag. 121: Ei non solum per hunc modum. 

4 Lettere a P. Baldassarre BoaTiompagn!, 2 e 4. maggio 1355. 
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Finirò indicaDdo alcnni altri problemi che H Pacioli ha 
esposti nella saa Scmma e che dal Cossali sono attribuiti a 
Leonardo Pisano. Pongo qui pertanto ie equazioni di ciascun 
problema con la soluzione che se ne trova nell'opera di Frate 
Luca; dalla natura di tali soluzioni affatto limitate e parti- 
colari e non conformi dirò cosi allo stile del Uber quadra- 
torum sarà manifesto se non erro che non possono apparte- 
nere alfautore di questo trattato da cui per altra parte ii 
Pacioli non asserisce d'averle tolte '. 

1«** x^ — y* = 2A -f- 1 : soluzione ^ a;=:A-f-l,y=A. 
2.° a;^ •+- m = y^ : so|fizione ' a; = — . 



3.° 

A.- 



X — m £== y ^ soluzione^ a? = - 



m 



X '+'m=t , y — m=u' ; soluzione 5 x—n^ y=:n-4-l, 
supponendo m = 2n + 1« 

5.** X — a=y% ar-4-4==«* : soluzione ^ x= ( -) — i. 

6."* X — w=y^, ar-f-w==rz' : soluzione 7 ar = -r- n^ H- 1. 
7.** X — m == y^ , a? W- n =s ;8^, supposto m == n dr 1 : so- 

luzione » x:= i \ .+. m y donde nel caso di 

m=:n'+'l il Cossalj ha ricavalo jc = n^-+-n-hl. 



« Al principio deila seconda parte della Summa^ ii Pacioli dichia- 
ra che tutte le proposizioni di cui non indicherà Tautore sono di Leo- 
nardo Pisano (Dist. f», cap. I; Tusculano, 1523, carta i, rec^o,2« nu- 
merazione); ma questa dichiarazione si riferisce alla medesima seconda 
parte che contiene la geometria » mentre Taritmetica e V algebra for- 
mano la prima parte. 

a Pacioli, Sumtnay Dist. !•, Tratt. 4o, Art. 9'. 3* (prima numerai., 
car. 16, »«rw); Cossali, Op. cit., Voi. I, pag. 117. 

3 Pacioli, ivi, Art. 9.' 7», car. 17, »er«o; Cossali, ivi, pag. 120. 

4 Pacioli, ivi, 6», car. 17, recto\ Cossali, ivi. 

5 Pacioli, ih.; Cossali, pag. 121. 

. 6 Pacioli, ivi. «*., car. 17, recto] Cossali, ivi, pag. 124- 

7 Pacioli, ivi, p •, car. 16, recto, e 3-, car. 16, verso; Cossali, ivi 

8 Pacioli, ivi, 2*., car. 16 verto\ Cossali, ivi. 
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9." x'-t-y^asa?, iP*-Hy*-Mn»««* : si prec4e " *= 



2 ' 
e si spazza il quadrato ( - j ìd doe quadrati di nuait;ri 

razionali, il che può eseguirsi in infinite jnaniere. 

Da ultimo il Cossali cita il problema espresso dalle due 
equazioni • : . 

H-4- X = y* , H — X = jz^ , 

e che Frate Luca sciolse nel caso di H^5 cól fare 0^=4; e 
mentre riconosce che le parole di lui sono del tutto scompi- 
gliate e confuse, pretende trarne una soluzione generale che 
è la stessa precisamente esposta da Eulero netta sua Àlge- 
bra 3, e crede aver indovinata la mente di Leonardo Pisano ^. 
Ma quanto a tne> trovo inintelligibile veramente questo passo 
di Frate Luca, né mi riesce in verun modo di potervi leg* 
gere la regala del Cossali o un*altra soluzione qualsiasi per 
un valore di H diverso da 5. 



« PacioH, EHst. 2», Tràtt. 6', Art. 5*, car. 4ft, verso\ Cossali, pag. 

^ Pacioli, Disi. IS Tratt. 4% Art. 9% 7», car. 17, reeto\ Cassali , 
pag. 123. 

3 Tom. II., Cb. XIV, art. 216—221, pag. 267—276, Al medesima 
problema equivale ìu so^aaza ancbe la q«est. I2 4el Li]>4 V 4i Didfaa* 
to (Tolosa* i67<Ky pag. 22^>. 

4 Faciali» toc. cit.,. 4% car. 17, r«c<fo^ Gessali, pag. 145—145 e 154^ 



Pag. 45 Un. 21 a?»i-4-ara2H-...-+-a?2^ ji <?orr#(iora ari -4-ir*j4-.,.-f-a?»;j 

48 25 car. 17 car, 46 g> ^ 

93 3 si SQitituisca n ft i f ^ 4^4-*=^' ; 

102 30 ninnerò primo e $i correif^a n amerò . i^rixno - 
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